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Kapitel 1

Inledning

Denna rapport beskriver nuläget för den pågående forskningen inom området diffe­
rentialgeometriskt baserade numeriska metoder, vilken bedrivs inom projektet Op­
timering av Robotprestanda. Metoderna kommer att få en väsentlig roll för framti­
da styrning och simulering av robotar och robotsystem. Exempelvis har bestämning
av orientering utifrån vinkelhastigheter stor betydelse både vid simuleringar och för
skrovfasta tröghetsnavigeringssystem. Noggrann numerisk lösning av rörelseekvatio­
nerna är viktig vid simulering över långa tidsintervall eller vid komplicerade rörelser.

Inom projektet har metoder utvecklats för

• integration på rotationsgruppen SO (3) , med omedelbara tillämpningar på ro­
botsimulering och för signalbehandling av robotens tröghetsnavigeringssystem,

• integration på allmänna Liegrupper, syftande till tillämpningar på robotar och
undervattensfarkoster (gruppen är då den Euklidiska gruppen SE (3) av kombi­
nerade rotationer och translationer) samt på vissa svängningsproblem inom om­
rådet parametrisk resonans (gruppen är då den symplektiska gruppen Sp (2n)),

• lösnings av Poincaré-Eulers ekvationer på (tangentknippet till) Liegrupper, även
här med speciellt SO (3) och SE (3) i åtanke,

• beräkning av holonomiintegraler i principalfiberknippen, vilket populärt uttryckt
är matematiken bakom det fenomen som tillåter en katt att ”vända sig i fallet”.
Detta har potentiella militära tillämpningar inom satellit- och AUV-teknik.

Delar av resultaten har redan beskrivits i rapporten Hamberg (2000) , vars kapi­
tel 6 utgör en preliminär version av denna rapport. Det har också framkommit att
likartad verksamhet finns vid andra institut, framförallt vid universiteten i Bergen,
Trondheim och Cambridge, se Iserles et al. (2000), Munthe-Kaas (1999), Moan (1998).
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Kapitel 2

Differentialgeometri och Numerisk Analys

2.1 Differentialgeometri

Differentialgeometri kan betraktas som koordinatfri differential- och integralkalkyl.
Den klassiska differentialgeometrin behandlade lokala geometriska egenskaper hos
kurvor och ytor i det åskådliga Euklidiska rummet och kan anses ha inletts omkring
200 f. Kr. av Arkimedes bestämning av sfärens area och volym med en tidig inte­
gralkalkyl (exhaustionsmetoden). Gauss teori för konforma avbildningar (1822) och
allmänna undersökningar av krökta ytor (1827) samt Frenets formler (1800-talets
mitt) för krökta rymdkurvor är andra tidiga bidrag. Riemann abstraherade begrep­
pen till allmänna rum (”mångfalder”) av godtycklig dimension. Vid sekelskiftet 1900
hade begrepp från geometri, analys och algebra smälts samman till en differential­
geometrisk transformationsteori (Bäcklund, Klein, Lie, Killing, Darboux, E. Cartan
m.fl.) med tillämpningar på differentialekvationer. Samtidigt uppstod den klassiska
tensorkalkylen (Christoffel, Bianchi, Ricci, Schouten, Levi-Civita). Fram till 1940-ta­
lets mitt var nästan alla undersökningar lokala och genomfördes med ”allmänna”
lokala koordinatsystem. Under efterkrigstiden infördes globala metoder och koordi­
natfri formalism (Weyl, deRham, Chevalley, Dieudonné, Chern, Ehresmann, Whitney,
Lichnerowicz m.fl.) och, efter hand, en starkare koppling till modern analys (Eells,
Atiyah, Singer, Duistermaat, Guillemin, Weinstein, Gromov m.fl).

Differentialgeometrin har utvecklats i symbios med sina många tillämpningar.
Tidiga tillämpningar var Eulers undersökningar av krökta balkar, Gauss tillämp­
ningar av teorin för krökta ytor på kapillaritet och Christoffels användning av krök­
ningsbegreppet för studium av värmeledning i anisotropa och inhomogena medier.
Paradexemplen från den teoretiska fysiken är naturligtvis Einsteins allmänna rela­
tivitetsteori, elektrodynamiken, kontinuumsmekaniken, gaugefält- och strängteorier.
För denna rapport mer centrala tillämpningar är den analytiska mekaniken och den
olinjära reglerteorin.

Genomgående för tillämpningarna är att man fäster stor avseende vid objektivitet ,
d.v.s. koordinat- och parametriseringoberoende.

Differentialgeometriska metoder har sedan mitten av 1980-talet kommit att spela
en allt mer betydelsefull roll inom numerisk analys, statistikteori, signalbehandling
och besläktade discipliner. Inom statistikteori har differentialgeometriska metoder
kommit till användning för parameterfri beskrivning av familjer (mångfalder) av för­
delningsfunktioner (Amari, Barndorff-Nielsen m.fl) och inom signalbehandling har
ändligdimensionella optimala filter för olinjära system studerats med Liealgebraiska
metoder (Beneš, Brockett, Yau, Wong m.fl.).

Inom numeriken har intresset varit stort för strukturbevarande algoritmer, särskilt
s.k. mekaniska integratorer för Hamiltons ekvationer. Bland sådana märks

• Symplektiska integratorer, vilka bevarar den symplektiska stukturen exakt. Var­
je tidssteg sker således med en kanonisk transformation.

• Energiintegratorer, vilka bevarar energin exakt.

• Momentumintegratorer, vilka exakt bevarar Noetherska rörelsekonstanter.

3
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Erfarenhet visar att dylika integratorer ger extremt god noggrannhet för långa
integrationstider. De har framgångsrikt använts inom celest mekanik, bl.a. för beräk­
ning av rörelsen hos jupiters månar. Enligt uppgift ger dessa algoritmer också mycket
god noggrannhet även för approximativt hamiltonska system. Det finns integrations­
algoritmer som förenar två av de ovannämnda egenskaperna och en sats som (i det
allmänna fallet) utesluter möjligheten att uppfylla alla tre egenskaperna samtidigt.
Det är dock möjligt att åstadkomma samtidigt bevarande av alla tre egenskaperna
om tidssteget anpassas för ändamålet. Detta kan emellertid komma i konflikt med
andra krav på noggrannhet.

Under de senaste åren har intresset fokuserats på s.k. variationsintegratorer, vilka
ger den exakta lösningen på ett diskretiserat variationsproblem. Teorin för varia­
tionsintegratorer sammanfattar, systematiserar och förenklar (delar av) teorierna för
mekaniska integratorer.

En annan relevant utvecklingslinje har kunnat skönjas de senaste åren, från and­
ra halvan av 1990-talet, nämligen Lieteoretiska integrationsalgoritmer. Många pro­
blem har sin naturligaste formulering som dynamiska system på en Liegrupp, eller
allmännare på en mångfald med Liegruppsverkan. Numerisk implementation sker i
allmänhet med hjälp av en matrisrepresentation av Liegruppen. Genom att formulera
integrationsalgoritmer i Lieteoretiska termer vinner man många fördelar, t.ex. bätt­
re noggrannhet, enklare feluppskattningsformler samt en enkel metod att översätta
algoritmer mellan olika representationer.

Inom projektet har sådana metoder för integration på rotationsgruppen SO (3)
utvecklats, vilket har omedelbara tillämpningar på robotsimulering och för signalbe­
handling av robotens tröghetsnavigeringssystem. Metoderna kan också direkt tilläm­
pas på andra Liegrupper, såsom SE (3) och Sp (2n).



Kapitel 3

Variationsintegratorer

3.1 Diskretisering av variationsproblem

Betrakta ett dynamiskt system beskrivet av Lagrange’s ekvationer för variablerna qi ,
(i = 1, ..n)

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
≡ L′′q̇iq̇j q̈

j + L′′q̇iqj q̇
j + L′′q̇it − L

′
qi = 0 (3.1)

med den givna Lagrangefunktionen L (q, q̇, t). Från elementär variationskalkyl är känt
(”Hamiltons princip”) att detta villkor på trajektorian χ : t 7−→ qi (t) innebär att
verkansintegralen

J =
t1∫
t0

L (q, q̇, t) dt (3.2)

är stationär för χ.
Ett systematiskt sätt att konstruera numeriska integrationsalgoritmer är att dis­

kretisera variationsproblemet snarare än differentialekvationen. Låt därför
L̄ (qA, qA+1, tA, tA+1) vara en godtycklig numerisk approximation av min (J) under
bivillkoren att t0 = tA , t1 = tA+1 , qA = q (tA) och qA+1 = q (tA+1).

• Exempel. Approximationen L̄ kan vara av mycket enkelt slag, t.ex. verkansin­
tegralen beräknad för linjen qi (t) = qiA +

(
t−tA

tA+1−tA

) (
qiA+1 − qiA

)
. Denna före­

skrift är emellertid beroende av valet av koordinatsystem och kommer att ge
olika stora fel för olika val av koordinatsystem. Studium av speciella strukturer
hos ett visst problem (t.ex. symmetri) kan användas för att välja en lämplig
approximation L̄.

En approximation av hela verkansintegralen ges då av summan

J̄ =
N−1∑
A=0

L̄ (qA, qA+1, tA, tA+1) (3.3)

En numerisk metod för att successivt bestämma punkterna qA , (A = 1, . . . , N)
ges då genom lösning av systemet

∂J̄

∂qA
= 0 (3.4)

Den Lagrangeska energin bevaras exakt om diskretiseringstidpunkterna tA , (A =
1, . . . , N) uppfyller

∂J̄

∂tA
= 0 (3.5)
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3.2 Hamiltonska system

Hamiltons ekvationer för variablerna qi , pi (i = 1, ..n)

q̇i =
∂H

∂pi
(3.6)

ṗi = −∂H
∂qi

med den givna Hamiltonfunktionen H (q, p, t) hänger också samman med ett varia­
tionsproblem (”den kanoniska variationsprincipen”). Trajektorierna utgör stationära
punkter till funktionalen

J̄ =
t1∫
t0

pq̇ −H (q, p, t) dt (3.7)

Ovanstående allmänna diskretiseringsresonemang kan direkt tillämpas, varvid den
uppkomna numeriska algoritmen automatiskt bevarar den symplektiska strukturen
dqi ∧ dpi. Om H inte beror explicit av t och diskretiseringspunkterna väljs så att de
satisfierar (3.5), blir därvid H (qA, pA) konstant för den extremala trajektorian. Om
den diskretiserade Lagrangefunktionen

L̄ (qA, qA+1, pA, pA+1, tA, tA+1) (3.8)

är invariant under en symmetrigrupp, bevaras också diskreta motsvarigheter till de
Noetherska rörelsekonstanterna.

Allt detta kan lätt verifieras med differentialkalkyl; exempelvis blir uppdaterings­
algoritmen tydligt symplektisk eftersom (3.4) uttrycker att (3.8) är en genererande
funktion till transformationen (qA, pA) 7−→ (qA+1, pA+1).

3.3 Besläktade problemställningar

3.3.1 Fältproblem Partiella differentialekvationer som kan skrivas som varia­
tionsproblem kan lösas numeriskt med likartade metoder. Variationsprincipen dis­
kretiseras. Detta ger stor flexibilitet i valet av diskretisering av rumtiden. En s.k.
multisymplektisk struktur bevaras därvid exakt. Som i fallet med endimensionella
variationsintegratorer blir felet avhängigt kvaliteten hos den approximativa verkan
L̄. Varken för fältproblem eller endimensionella problem finns någon egentlig teori för
hur denna bäst skall väljas eller för feluppskattningar. Exempel har emellertid visat
synnerligen goda prestanda även hos multisymplektiska integratorer.

3.3.2 Dissipativa system Lagranges och Hamiltons ekvationer beskriver bl.a.
ideala mekaniska system utan dissipation. För dissipativa system kan metoderna mo­
difieras, vilket enligt uppgift skall ha gett goda resultat i några fall. Även här saknas
idag en systematisk teori.



Kapitel 4

Vänsterinvarianta Dynamiska System

4.1 Linjära Liegrupper

Merparten av innehållet i denna rapport gäller generellt för Liegrupper. Av huvud­
sakligen beteckningsmässiga skäl inskränker vi diskussionen till linjära Liegrupper.
Vi ger här en separat definition av linjära Liegrupper, och kan på det sättet kringgå
den tämligen omfattande formelapparat som krävs för ”abstrakta” Liegrupper.

• Definition. En (reell) linjär Liegrupp är en undergrupp G till den allmänna
linjära gruppen GL (N) av icke-singulära (reella) N ×N -matriser, sådan att G
är en sluten delmängd av GL (N) ⊆ RN×N .

Speciellt innehåller G enhetsmatrisen I. Man kan visa att G utgör en inbäddad
undermångfald i GL (N) ⊆ RN×N . Dess tangentplan i I är ett linjärt underrum g till
gl (N) = RN×N . Det linjära rummet g är slutet under kommutator: om a, b ∈ g så är
[a, b] ≡ ab − ba ∈ g. Matrisexponetiering avbildar g på G och det finns omgivningar
0 ∈ Ug ⊆ g och I ∈ UG ⊆ G sådana att exp|Ug

: Ug → UG är en diffeomorfism.

4.2 Vänsterinvarianta dynamiska system

De differentialekvationer vi intresserar oss för har följande form

Q̇ (t) = Q (t)Ú (t) (4.1)

där Q : R→G och Ú : R→g. Ekvationen (4.1) har en speciell egenskap. Den utgör ett
vänsterinvariant, icke-autonomt dynamiskt system på G. Det betyder att om Q0 (t)
är en lösning och R ∈ G , så är RQ0 (t) också en lösning. I själva verket kan varje
lösning skrivas som RQ0 (t) för ett unikt R ∈ G. Ekvationen är m.a.o. invariant vid
multiplikation från vänster med (konstanta) element ur gruppen.

4.3 Produktintegration

Betrakta problemet är att numeriskt lösa differentialekvationen

Q̇ (t) = Q (t)Ú (t) (4.2)
Q (0) = I (4.3)

för den sökta funktionen Q : R→ G där Ú : R→ g är en given funktion.
Lösningen till differentialekvationen kan skrivas som en produktintegral

Q (t) =
t∏

0

eÚ(�)d� (4.4)

Produktintegralen är gränsvärdet, när N →∞ , av ändliga produkter av typen

eÚ(�0)Ñ�eÚ(�1)Ñ� ..eÚ(�N−1)Ñ� (4.5)

7
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där Ñτ = t
N och i < � i

Ñ� < i+ 1 . Observera att faktorernas ordning är väsentlig.
Om Ú (τ1) och Ú (τ2) kommuterar för alla τ1 och τ2 i intervallet [0, t] , är fakto­

rernas ordning irrelevant, och produktintegralen kan beräknas som

t∏
0

eÚ(�)d� = e

∫ t
0
Ú(�)d� (4.6)

I det allmänna fallet gäller i stället att

t∏
0

eÚ(�)d� = eW (t) (4.7)

där

W (t) =
t∫
0
Ú (τ) dτ +

1
2

t∫
0

�∫
0
[Ú (τ1) , Ú (τ)] dτ1dτ + ... (4.8)

Produktintegraler har flera egenskaper gemensamma med vanliga summaintegra­
ler. Exempelvis uppfyller de varianter av Cauchys integralsats och residykalkyl samt
ett slags motsvarighet till Stokes’ sats. Man kan förvänta sig att dessa egenskaper
kommer få flera tillä mpningar i framtiden. I denna rapport koncentrerar vi oss mest
på dess numeriska implementation.

4.4 Vänsterinvarianta lösningsalgoritmer

Vänsterinvariansen är den fundamentala symmetriegenskapen hos ekvationen, och
det är som nämnts naturligt att intressera sig för numeriska algoritmer som också
har denna egenskap.

Låt exempelvis K : G×g→ G vara en numerisk ettstegsmetod som för varje Q (t)
och Ú (t) beräknar en uppdatering Q (t+Ñt) = K (Q (t) , Ú (t)). Att metoden är väns­
terinvariant betyder att K (RQ,Ú) = RK (Q,Ú) identiskt i R,Q ∈ G och Ú ∈ g. Spe­
ciellt kan vi för fixt t välja R = Q (t)−1 , vilket ger Q (t+Ñt) = Q (t) K (I, Ú (t)) =
Q (t) k (Ú (t)). Samma resonemang och resultat gäller generellt även för högre ord­
ningars metoder. En vänsterinvariant numerisk metod är alltså med nödvändighet
multiplikativ.

Den exakta lösningen till differentialekvationen svarar mot k =
t+Ñt∏
t

eÚ(�)d� .

En användbar numerisk metod levererar en faktor k ∈ G i en liten omgivning UG
av enhetselementet I , sådan att restriktionen av exponentialavbildningen till Ug =
exp−1 (U) är bĳektiv. Det finns alltså ett entydigt bestämt W ∈ Ug ⊆ g sådant att
k = eW .

En allmän vänsterinvariant numerisk metod kan således anses bestå av följande
delar:

A) en (flerstegs-)metod för att konstruera en interpolerande funktion Úint (τ) , τ ∈
[t, t+Ñt] från ändligt många data om Ú.

B) en approximativ beräkning av
t+Ñt∏
t

eÚint(�)d� sådan att den ges av eW för

något W ∈ g.

Exempel: Betrakta som ett enkelt exempel en ettstegsmetod med Úint (τ) ≡ Ú
(
t+ 1

2Ñt
)
.

Då kan
t+Ñt∏
t

eÚint(�)d� beräknas exakt, och blir eÚ(t+
1
2Ñt)Ñt.
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Högre ordningars metoder svarar mot högre ordningars polynomiella interpola­

tionsformler Úint. Beräkningen av
t+Ñt∏
t

eÚint(�)d� som eW för något W måste då

i allmänhet bli approximativ och kommer att inbegripa kommutatorer mellan poly­
nomkoefficienterna.

De vänsterinvarianta ekvationer vi studerat ovan är specialfall av s.k. ekvationer
av Lietyp. Låt β :M ×G →M vara en högerverkan av Liegruppen G på mångfalden
M , och beteckna β (x, a) med xa. Att β är en högerverkan betyder att (xa) b = x (ab)
identiskt. Ett dynamiskt system på M sägs vara en differentialekvation av Lietyp om
dess trajektorier parametriseras av xa (t) , där x ∈ M och a (t) är lösningar till en
vänsterinvariant differentialekvation på G. De metoder vi här diskuterar kan direkt
användas för allmänna ekvationer av Lietyp. För ekvationer av Lietyp kan användas
Lies reduktionsmetod: om man känner en partikulärlösning till en ekvation av Lietyp,
så kan den allmänna lösningen erhållas via lösandet av en annan ekvation av Lietyp
av lägre ordning. Ett exempel härpå ges av den skalära Riccatiekvationen.

4.5 Användning av Baker-Campbell-Hausdorffs formel

Baker-Campbell-Hausdorffs formel är ett uttryck för eAeB som ec(A;B) , där c (A,B) =
A+B+ 1

2 [A,B]+ .. . Nedanstående resultat kan ses som ett slags linearisering av Ba­
ker-Campbell-Hausdorffs formel m.a.p. variabelnB. Den fullständiga Baker-Campbell-
Hausdorffs formel kan erhållas ur denna linearisering genom ett slags integrationsför­
farande. Vi behöver här bara den lineariserade varianten, men man kan förutspå
att den fullständiga Baker-Campbell-Hausdorffs formel i framtiden kommer att ha
betydelse för numeriska metoder.

Vi skall alltså betrakta problemet att uttrycka
t∏

0

eÚ(�)d� som eW (t) för något

W ∈ g för små t.

Sats. Med beteckningen adAB = [A,B] gäller att

d

dt
eW (t) = eW (t)

∞∑
k=0

(
−adW (t)

)k
Ẇ (t)

(k + 1)!
(4.9)

Bevis:

eW (t+�) − eW (t)

δ
=

1
δ

[
−e(1−s)W (t+�)esW (t)

]1
0
=

1
δ

1∫
0

d

ds

(
−e(1−s)W (t+�)esW (t)

)
ds =

1∫
0

e(1−s)W (t+�)
(
W (t+ δ)−W (t)

δ

)
esW (t)ds −−−→

�→0
eW (t)

1∫
0

e−sW (t)Ẇ (t) esW (t)ds.

Men e−sABesA =
∞∑
k=0

(−s adA)kB
k! , ty båda led satisfierar ekvationen Ḟ = −adAF

med begynnelsevärdet F (0) = B. Detta tillämpas på integranden i det sista ledet.
Integralen kan nu beräknas och påståendet följer.

Sambandet mellan Ú och Ẇ kan således skrivas Ú = H (adW ) Ẇ , där H (x) =
∞∑
k=0

(−x)k
(k+1)! =

1−e−x
x , alternativt

Ẇ = h (adW )Ú (4.10)

h (x) =
x

1− e−x
(4.11)
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Detta ger oss en metod att beräkna W (t) utifrån Ú (t). Ekvationen för Ẇ ,

Ẇ = Ú+
1
2
[W,Ú] +

1
12

[W, [W,Ú]]− 1
720

[W, [W, [W, [W,Ú]]]] + ... (4.12)

gäller för varje Liegrupp/Liealgebra.
För speciella Liegrupper och speciella representationer av dess kan slutna uttryck

tecknas. Speciellt har vi för den definierande representationen av rotationsgruppen
SO (3) att

Ẇ = Ú+
1
2
[W,Ú] +

1
w2

(
1− w sinw

2− 2 cosw

)
[W, [W,Ú]] (4.13)

där w =

√
tr
(
1
2
WTW

)
(4.14)

Denna formel kallas i navigeringskretsar för Bortz’ formel.

4.5.1 Algoritmer för steg B För att beräkna ett inkrementellt steg behövs inte
den exakta formen av Baker-Campbell-Hausdorffs (eller Bortz’) formel. Exempelvis
kan man om Úint är ett polynom i t av graden p , ansä tta en approximativ lösningW
som ett polynom i h = Ñt av graden p+ 1. Koefficienterna kan bestämmas rekursivt
genom upprepad substitution i (4.12).

Om exempelvis
Úint (t+ τ) = A+ Bτ + Cτ2 + Dτ3 (4.15)

så är

W = hA+
h2

2
B+

h3

12
(4C+ [A,B]) +

h4

12
(D+ [A,C]) (4.16)

4.5.2 Algoritmer för steg A Valet av interpolationsformel för Úint (t+ τ) bör
göras med hänsyn tagen till felmodell m.m. Som ett exempel på interpolationsformel
för Úint (t+ τ) , τ ∈ [0, h] , baserad på avlästa Ú-värden vid tidpunkterna t− 2h, t−
h, t, t+ h kan anges A+ Bτ + Cτ2 + Dτ3 , där

A = Ú (t)

B =
Ú (t− 2h)− 6Ú (t− h) + 3Ú (t) + 2Ú (t+ h)

6h

C =
Ú (t− h)− 2Ú (t) + Ú (t+ h)

2h2

D =
−Ú (t− 2h) + 3Ú (t− h)− 3Ú (t) + Ú (t+ h)

6h3



Kapitel 5

Rotationsgruppen

Bestämning av orientering utifrån vinkelhastigheter har stor betydelse i robotsam­
manhang, både vid simuleringar och för skrovfasta tröghetsnavigeringssystem. Ma­
tematiskt kan problemet betraktas som studiet av icke-autonoma, vänsterinvarianta
dynamiska system på en Liegrupp, rotationsgruppen SO (3).

Flera olika framställningar av rotationsgruppen kan användas vid analys och nu­
merisk implementation:

• Eulervinklar,

• vridningsmatriser,

• kvaternioner (med varianterna Eulerparametrar och spinorer),

• vridningsvektorer,

• Cayleyparametrar

• m.fl.

alla med sina fördelar och nackdelar. För varje framställning kan man sedan använda
standardintegrationsrutiner, t.ex. Runge-Kutta-metoden. Detta är det traditionella
sättet att lösa differentialekvationerna.

Inom projektet har nyare - delvis helt nya - metoder, som utnyttjar problemets
speciella struktur (vänsterinvarians) utarbetats. Metoderna bygger på s.k. produktin­
tegration och Baker-Campbell-Hausdorffs formel. Härvid minskar feltillväxten påtag­
ligt, och algoritmerna har även många matematiskt aptitliga egenskaper. Metoderna
är användbara också för andra Liegrupper.

5.1 Integrationsproblemet

Låt matrisen Ú (t) representera en kropps vinkelhastighet, uttryckt i en medföljande
HON-bas, E (t) =

(
e1 (t) e2 (t) e3 (t)

)
, t.ex. de vinkelhastighetssignaler som kan

uppmätas med ett skrovfast idealt gyro, och låt Q (t) vara vridningsmatrisen från
E (0) till E (t)

E (t) = E (0)Q (t) (5.1)

Det gäller därvid att Q̇ (t) = Q (t)Ú (t).
Beteckna med SO (3) =

{
Q ∈ R3×3; QTQ = I,detQ = 1

}
Liegruppen av orto­

normerade 3× 3 -matriser med determinanten lika med ett. Dess Liealgebra so(3) ={
Ú ∈ R3×3; ÚT + Ú = 0

}
utgörs av skevsymmetriska 3× 3-matriser.

Vi inför beteckningarna

E1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , E2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 och E3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0


varvid E = (E1, E2, E3) är en bas i so(3).

11
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Problemet är att numeriskt lösa differentialekvationen

Q̇ (t) = Q (t)Ú (t) (5.2)
Q (0) = I (5.3)

för den sökta funktionen Q : R → SO (3) där Ú : R → so (3) är en given funktion.
Detta täcks alltså av teorin i föregåend kapitel

5.2 Allmänna integrationsmetoder

På SO (3) kan införas lokala koordinatsystem på flera olika sätt. Populära är t.ex.
Eulervinklar , (φ, θ, ψ) , definierade enligt

Q = e E3e�E1e�E3 (5.4)

och varianter därav, exempelvis Q = e�1E1e�2E2e�3E3 .
Beteckna en godtycklig uppsättning koordinater med (x, y, z). Sådana lokala ko­

ordinatsystem har av nödvändighet alltid singulariteter. Differentialekvationen (5.2)
kan därvid skrivas som ett system

:
x= X (x, y, z, t)
:
y= Y (x, y, z, t)
:
z= Z (x, y, z, t)

(5.5)

där funktionerna (X,Y, Z) beror (linjärt) på funktionen Ú. Ekvationssystemet kan
lösas numeriskt med generella standardintegrationsalgoritmer, såsom Eulers stegme­
tod eller Runge-Kuttas metod. Ett sådant förfarande har ett flertal svagheter som
sammanhänger med varandera:

• En generell metod tar ingen hänsyn till problemets speciella struktur

• Metoden bryter samman vid koordinatsystemets singulariteter och numeriska
problem tillstöter redan i närheten av dessa.

• Numeriska felfortplantningsformler blir komplicerade och beroende av koordi­
natpunkten (x, y, z).

• Variationsekvationer (variationer/fel i Ú) blir komplicerade och beroende av
koordinatpunkten (x, y, z).

Som en första åtgärd för att råda bot på dessa svårigheter kan man tillgripa
en redundant parametrisering , t.ex. kvaternioner. Detta har länge varit populärt i
robotsammanhang. Rotationsmatrisen e#(n1E1+n2E2+n3E3) , där n 2

1 + n 2
2 + n 2

3 = 1,
identifieras med två kvaternionrepresentanter, ±q , där

q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 = cos
ϑ

2
+ in1 sin

ϑ

2
+ jn2 sin

ϑ

2
+ kn3 sin

ϑ

2
(5.6)

Därvid gäller att |q|2 = q 2
0 + q 2

1 + q 2
2 + q 2

3 = 1. I denna framställning kan SO (3)
identifieras med enhetssfären S3 ⊆ R4 , modulo tecken.

Som i (5.5) kan dynamiken framställas som ett system av differentialekvationer,
den här gången på R4. Standardalgoritmerna tillämpade på detta system av ordinära
differentialekvationer lider fortfarande av spår av de tidigare svårigheterna, som här­
rör från att de inte tar hänsyn till den speciella strukturen hos problemet. Exempelvis
kan lösningen driva iväg från enhetssfären och numeriska problem som sammanhäng­
er med detta avhjälps inte helt genom att t.ex. efter hand projicera lösningen på
sfären eller genom att stabilisera sfären med en pålagd radiell dynamik.

Med vänsterinvarianta integrationsalgoritmer försvinner dessa svårigheter.
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5.3 Användning av Cayleytransformationen

Som alternativ till att framställa det multiplikativa inkrementet k som eW , kan man

för vissa matrisgrupper skriva k = I+W̃
I−W̃ =

(
I − W̃

)−1 (
I + W̃

)
=
(
I + W̃

)(
I − W̃

)−1
,

med W̃ ∈ so (3) , s.k. Cayleytransformation. Detta är möjligt för SO (n) , Sp (2n) ,
SE (n) , U (n) m.fl. Liegrupper, dock ej för t.ex. SL (3). Cayleytransformen kan an­
vändas för sådana linjära Liegrupper ⊆ GL (N) som definieras av att de lämnar
invariant en (eller flera) 2-tensorer på RN (t.ex. en bilinjär form eller en linjär avbild­
ning). För en sådan Cayleyparametrisering gäller följande motsvarighet till Bortz’
formel

d

dt
W̃ =

1
2
Ú+

1
2

[
W̃ , Ú

]
− 1

2
W̃ÚW̃ (5.7)

d.v.s. ett slags Riccatiekvation.

5.4 Stokastisk motsvarighet

Ovanstående formulering och analys har relevans även om vinkelhastigheterna är
behäftade med ”normalfördelat isotropt vitt brus”, d.v.s. om dynamiken ersätts med
följande stokastiska differentialekvation

dQ (t) = Q (t) (Ú (t) dt+ σEdB)

Här är som tidigare E = (E1, E2, E3) och B = (B1 (t) , B2 (t) , B3 (t))
T en tredi­

mensionell Wienerprocess med diffusionskonstanten σ2 .
Genom diskretisering erhålles följande approximativa stokastiska produktintegral:

Q = eW1+�N1eW2+�N2 ..eWN+�NN

Här är N1;N2;..NN oberoende standardiserade normalfördelade stokastiska vek­
torvariabler. Man kan också framställa den approximativa lösningen på följande sätt

Q = eW1e�N̂1eW2e�N̂2 ..eWN e�N̂N

även här är N̂1;N̂2;..N̂N oberoende standardiserade normalfördelade stokastiska
vektorvariabler.

Härvid gäller att

eW1e�N̂1eW2e�N̂2 ..eWN e�N̂N =
eW1e�N̂1e−W1eW1eW2e�N̂2 ..eWN e�N̂N =
ee
W1�N̂1e

−W1
eW1eW2e�N̂2 ..eWN e�N̂N =

e�Ñ1eW1eW2e�N̂2 ..eWN e�N̂N =

där vi använt eAeBe−A = ee
ABe−A . Upprepas argumentet rekursivt erhålles till

slut

Q = e�Ñ1e�Ñ2 ..e�ÑN eW1eW2 ..eWN

där Ñ1, Ñ2, .., ÑN också är oberoende standardiserade normalfördelade stokastiska
vektorvariabler. Lösningen till den stokastiska differentialekvationen blir alltså i detta
fall densamma som lösningen till den deterministiska ekvationen sammansatt med en
i efterhand pålagd Brownsk diffusion på SO(3)

Qstok = BSO(3)Q0
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• Samma argument ger också att Qstok = Q0B̃SO(3)

• Motsvarande resultat gäller inte på allmänna Liegrupper som SE(3) , ty då
bevaras inte ”standardiseringen” av den stokastiska vektorn B vid operationen
B 7→ eABe−A

5.5 Feluppskattningar

Ovanstående metod kan också användas för att göra precisa feluppskattningar för en
k:te ordningens integrationsmetod om man har supremumuppskattningar av k + 1:a
derivatan av funktionen Ú (t). De explicita uttrycken är dock för närvarande ännu
inte färdiga.



Kapitel 6

Algoritmer och numeriska resultat

Vi har gjort jämförelser mellan vänsterinvarianta integrationsmetoder och klassiska
integrationsalgoritmer, vilka bekräftar de vänsterinvarianta algoritmernas överlägsen­
het. För detaljer, se rapporten Hamberg (2000). Vidare har principerna för vänsterin­
varianta integrationsalgoritmer använts för att integrera snurrors rörelser. Detta är
ett fall som inte täcks av de generella variationsintegratorerna (eftersom det Hamil­
tonska systemet inte lever på ett cotangentknippe utan på en sfär i detta fall).

15
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