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Kapitel 1

Inledning

Denna rapport beskriver nuldget for den pagaende forskningen inom omradet diffe-
rentialgeometriskt baserade numeriska metoder, vilken bedrivs inom projektet Op-
timering av Robotprestanda. Metoderna kommer att fa en visentlig roll for framti-
da styrning och simulering av robotar och robotsystem. Exempelvis har bestdmning
av orientering utifran vinkelhastigheter stor betydelse bade vid simuleringar och for
skrovfasta troghetsnavigeringssystem. Noggrann numerisk 16sning av rorelseekvatio-
nerna ar viktig vid simulering 6ver langa tidsintervall eller vid komplicerade rorelser.
Inom projektet har metoder utvecklats for

integration pa rotationsgruppen SO (3), med omedelbara tillimpningar pa ro-
botsimulering och f6ér signalbehandling av robotens tréghetsnavigeringssystem,

integration pa allménna Liegrupper, syftande till tillampningar pa robotar och
undervattensfarkoster (gruppen ér da den Euklidiska gruppen SE (3) av kombi-
nerade rotationer och translationer) samt pa vissa sviingningsproblem inom om-
radet parametrisk resonans (gruppen dr da den symplektiska gruppen Sp (2n)),

16snings av Poincaré-Eulers ekvationer pa (tangentknippet till) Liegrupper, dven
hér med speciellt SO (3) och SE (3) i atanke,

beridkning av holonomiintegraler i principalfiberknippen, vilket populért uttryckt
ar matematiken bakom det fenomen som tillater en katt att "vinda sig i fallet”.
Detta har potentiella militédra tillimpningar inom satellit- och AUV-teknik.

Delar av resultaten har redan beskrivits i rapporten Hamberg (2000), vars kapi-
tel 6 utgor en preliminér version av denna rapport. Det har ocksé framkommit att
likartad verksamhet finns vid andra institut, framforallt vid universiteten i Bergen,
Trondheim och Cambridge, se [serles et al] (2000), Munthe-Kaas (1999), Moax (1998).






Kapitel 2

Differentialgeometri och Numerisk Analys

2.1 Differentialgeometri

Differentialgeometri kan betraktas som koordinatfri differential- och integralkalkyl.
Den klassiska differentialgeometrin behandlade lokala geometriska egenskaper hos
kurvor och ytor i det askadliga Euklidiska rummet och kan anses ha inletts omkring
200 f. Kr. av Arkimedes bestimning av sfirens area och volym med en tidig inte-
gralkalkyl (exhaustionsmetoden). Gauss teori for konforma avbildningar (1822) och
allménna underskningar av krokta ytor (1827) samt Frenets formler (1800-talets
mitt) for krokta rymdkurvor dr andra tidiga bidrag. Riemann abstraherade begrep-
pen till allmédnna rum ("mangfalder”) av godtycklig dimension. Vid sekelskiftet 1900
hade begrepp fran geometri, analys och algebra sméilts samman till en differential-
geometrisk transformationsteori (Bécklund, Klein, Lie, Killing, Darboux, E. Cartan
m.fl.) med tillimpningar pa differentialekvationer. Samtidigt uppstod den klassiska
tensorkalkylen (Christoffel, Bianchi, Ricci, Schouten, Levi-Civita). Fram till 1940-ta-
lets mitt var néstan alla undersokningar lokala och genomfordes med ”allmédnna’”
lokala koordinatsystem. Under efterkrigstiden infoérdes globala metoder och koordi-
natfri formalism (Weyl, deRham, Chevalley, Dieudonné, Chern, Ehresmann, Whitney,
Lichnerowicz m.fl.) och, efter hand, en starkare koppling till modern analys (Eells,
Atiyah, Singer, Duistermaat, Guillemin, Weinstein, Gromov m.fl).

Differentialgeometrin har utvecklats i symbios med sina manga tillimpningar.
Tidiga tillimpningar var Eulers undersokningar av krokta balkar, Gauss tillamp-
ningar av teorin for krokta ytor pa kapillaritet och Christoffels anvéndning av krok-
ningsbegreppet for studium av viarmeledning i anisotropa och inhomogena medier.
Paradexemplen fran den teoretiska fysiken &r naturligtvis Einsteins allménna rela-
tivitetsteori, elektrodynamiken, kontinuumsmekaniken, gaugefialt- och stréangteorier.
For denna rapport mer centrala tillampningar &r den analytiska mekaniken och den
olinjira reglerteorin.

Genomgaende for tillimpningarna ar att man fister stor avseende vid objektivitet,
d.v.s. koordinat- och parametriseringoberoende.

Differentialgeometriska metoder har sedan mitten av 1980-talet kommit att spela
en allt mer betydelsefull roll inom numerisk analys, statistikteori, signalbehandling
och beslidktade discipliner. Inom statistikteori har differentialgeometriska metoder
kommit till anviindning fér parameterfri beskrivning av familjer (mangfalder) av for-
delningsfunktioner (Amari, Barndorff-Nielsen m.fl) och inom signalbehandling har
dndligdimensionella optimala filter for olinjidra system studerats med Liealgebraiska
metoder (Benes, Brockett, Yau, Wong m.fl.).

Inom numeriken har intresset varit stort for strukturbevarande algoritmer, sérskilt
s.k. mekaniska integratorer for Hamiltons ekvationer. Bland sadana mérks

e Symplektiska integratorer, vilka bevarar den symplektiska stukturen exakt. Var-
je tidssteg sker saledes med en kanonisk transformation.

e Energiintegratorer, vilka bevarar energin exakt.

e Momentumintegratorer, vilka exakt bevarar Noetherska rorelsekonstanter.
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Erfarenhet visar att dylika integratorer ger extremt god noggrannhet for langa
integrationstider. De har framgangsrikt anvénts inom celest mekanik, bl.a. for berak-
ning av rorelsen hos jupiters manar. Enligt uppgift ger dessa algoritmer ocksa mycket
god noggrannhet dven for approximativt hamiltonska system. Det finns integrations-
algoritmer som férenar tva av de ovanndmnda egenskaperna och en sats som (i det
allménna fallet) utesluter mojligheten att uppfylla alla tre egenskaperna samtidigt.
Det &r dock mojligt att astadkomma samtidigt bevarande av alla tre egenskaperna
om tidssteget anpassas for dndamaélet. Detta kan emellertid komma i konflikt med
andra krav pa noggrannhet.

Under de senaste aren har intresset fokuserats pa s.k. variationsintegratorer, vilka
ger den exakta losningen pa ett diskretiserat variationsproblem. Teorin for varia-
tionsintegratorer sammanfattar, systematiserar och forenklar (delar av) teorierna for
mekaniska integratorer.

En annan relevant utvecklingslinje har kunnat skonjas de senaste aren, fran and-
ra halvan av 1990-talet, ndmligen Lieteoretiska integrationsalgoritmer. Manga pro-
blem har sin naturligaste formulering som dynamiska system pa en Liegrupp, eller
allménnare pa en mangfald med Liegruppsverkan. Numerisk implementation sker i
allménhet med hjilp av en matrisrepresentation av Liegruppen. Genom att formulera
integrationsalgoritmer i Lieteoretiska termer vinner man manga fordelar, t.ex. batt-
re noggrannhet, enklare feluppskattningsformler samt en enkel metod att Gversétta
algoritmer mellan olika representationer.

Inom projektet har sddana metoder for integration pa rotationsgruppen SO (3)
utvecklats, vilket har omedelbara tillampningar pa robotsimulering och for signalbe-
handling av robotens troghetsnavigeringssystem. Metoderna kan ocksa direkt tillam-
pas pa andra Liegrupper, sasom SFE (3) och Sp(2n).



Kapitel 3

Variationsintegratorer

3.1 Diskretisering av variationsproblem

Betrakta ett dynamiskt system beskrivet av Lagrange’s ekvationer for variablerna ¢',
(i=1,.n)

d oL oL N /A | /A | " l
E <a_q'> — a_q' = Lq-iqjq + Lqiqjqj + Lqit - Lqi =0 (31)
med den givna Lagrangefunktionen L (g, ¢, t). Fran elementér variationskalkyl &r kint
("Hamiltons princip”) att detta villkor pa trajektorian x : ¢ — ¢' (t) innebér att

verkansintegralen
ty

J= /L(q,q,t) dt (3.2)

to

ar stationér for y.
Ett systematiskt sdtt att konstruera numeriska integrationsalgoritmer &ér att dis-
kretisera variationsproblemet snarare én differentialekvationen. Lat dérfor

L (ga,qa+1,ta,tat1) vara en godtycklig numerisk approximation av min (J) under
bivillkoren att to =ta , t1 = tat1, ga = ¢ (ta) och gat1 = ¢ (tas1)-

e Ezempel. Approximationen L kan vara av mycket enkelt slag, t.ex. verkansin-

tAtJr_ltth) (q'A 1 q,'A). Denna fore-
skrift &r emellertid beroende av valet av koordinatsystem och kommer att ge
olika stora fel for olika val av koordinatsystem. Studium av speciella strukturer
hos ett visst problem (t.ex. symmetri) kan anvéindas for att vilja en lamplig

approximation L.

tegralen beriiknad for linjen ¢' (t) = gh + (

En approximation av hela verkansintegralen ges da av summan

N-—1
J = Z L(ga,aa+1,tAstas1) (3.3)
A=0

En numerisk metod for att successivt bestimma punkterna ga, (A =1,...,N)
ges da genom losning av systemet
aJ
— =0 (3.4)
dqn

Den Lagrangeska energin bevaras exakt om diskretiseringstidpunkterna ta, (A =
1,...,N) uppfyller
o7

i = (3.5)
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3.2 Hamiltonska system

Hamiltons ekvationer for variablerna ¢', p;i (i = 1,..n)

N oOH
i = o (3.6)
. oOH
L T

med den givna Hamiltonfunktionen H (g, p,t) hinger ocksd samman med ett varia-
tionsproblem (”den kanoniska variationsprincipen”). Trajektorierna utgor stationéra
punkter till funktionalen

t

J= / pi — H (q,p.1) dt (3.7)

to

Ovanstaende allménna diskretiseringsresonemang kan direkt tillaimpas, varvid den
uppkomna numeriska algoritmen automatiskt bevarar den symplektiska strukturen
dq' A dpi. Om H inte beror explicit av ¢t och diskretiseringspunkterna viljs sa att de
satisfierar (B.H), blir déirvid H (ga, pa) konstant for den extremala trajektorian. Om
den diskretiserade Lagrangefunktionen

L (ga, 9a+1,PA, PA+1: tA, tAS1) (3.8)

Ar invariant under en symmetrigrupp, bevaras ocksa diskreta motsvarigheter till de
Noetherska rérelsekonstanterna.

Allt detta kan létt verifieras med differentialkalkyl; exempelvis blir uppdaterings-
algoritmen tydligt symplektisk eftersom (B.4) uttrycker att (B.§) &r en genererande
funktion till transformationen (ga,pa) — (¢ga+1, PA+1)-

3.3 Beslidktade problemstillningar

3.3.1 Faltproblem Partiella differentialekvationer som kan skrivas som varia-
tionsproblem kan 16sas numeriskt med likartade metoder. Variationsprincipen dis-
kretiseras. Detta ger stor flexibilitet i valet av diskretisering av rumtiden. En s.k.
multisymplektisk struktur bevaras darvid exakt. Som i fallet med endimensionella
variationsintegratorer blir felet avhingigt kvaliteten hos den approximativa verkan
L. Varken for filtproblem eller endimensionella problem finns nigon egentlig teori for
hur denna bést skall viljas eller for feluppskattningar. Exempel har emellertid visat
synnerligen goda prestanda dven hos multisymplektiska integratorer.

3.3.2 Dissipativa system Lagranges och Hamiltons ekvationer beskriver bl.a.
ideala mekaniska system utan dissipation. For dissipativa system kan metoderna mo-
difieras, vilket enligt uppgift skall ha gett goda resultat i nagra fall. Aven hiir saknas
idag en systematisk teori.



Kapitel 4

Vansterinvarianta Dynamiska System

4.1 Linjira Liegrupper

Merparten av innehallet i denna rapport géller generellt for Liegrupper. Av huvud-
sakligen beteckningsméssiga skil inskrdnker vi diskussionen till linjdra Liegrupper.
Vi ger hir en separat definition av linjara Liegrupper, och kan pa det sittet kringga
den tamligen omfattande formelapparat som krévs for ”abstrakta” Liegrupper.

e Definition. En (reell) linjir Liegrupp &r en undergrupp G till den allménna
linjéra gruppen GL (N) av icke-singuldra (reella) N x N-matriser, sddan att G
ir en sluten delméingd av GL (N) C RN*N,

Speciellt innehaller G enhetsmatrisen I. Man kan visa att G utgor en inbaddad
undermangfald i GL (N) C RN*N_ Dess tangentplan i I #r ett linjért underrum g till
gl (N) = RN*N_ Det linjara rummet g ér slutet under kommutator: om a,b € g s& #r
[a,b] = ab — ba € g. Matrisexponetiering avbildar g pd G och det finns omgivningar
0e€ Uy CgochleUg CG sadana att expjy, : Uy — Ug &r en diffeomorfism.

4.2 Vansterinvarianta dynamiska system

De differentialekvationer vi intresserar oss for har foljande form

Q) =Q 1)) (4.1)

dir @ : R =G och Q : R —g. Ekvationen (f.]]) har en speciell egenskap. Den utgor ett
vinsterinvariant, icke-autonomt dynamiskt system pa G. Det betyder att om Qg (¢)
ar en 16sning och R € G, sa dr RQq (t) ocksa en 16sning. I sjilva verket kan varje
16sning skrivas som RQq (t) for ett unikt R € G. Ekvationen dr m.a.o. invariant vid
multiplikation fran vinster med (konstanta) element ur gruppen.

4.3 Produktintegration

Betrakta problemet ar att numeriskt 16sa differentialekvationen

Q) = Qe (4.2)
Q) = I (4.3)

for den sokta funktionen @ : R — G dér 2 : R — g &r en given funktion.
Losningen till differentialekvationen kan skrivas som en produktintegral

t
QW =]Je (4.4)
0

Produktintegralen ar gransvéirdet, nar N — oo, av dndliga produkter av typen

e (o) o (1) o (o) (4.5)
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diar A7 = ﬁ och i < —+ < i+ 1. Observera att faktorernas ordning &ar visentlig.
Om Q (71) och Q (72) kommuterar f6r alla 71 och 79 i intervallet [0,¢], &r fakto-
rernas ordning irrelevant, och produktintegralen kan berédknas som

t t
He()d :eff) ()d (4.6)

0

I det allménna fallet géller i stéllet att

l_fe (O — WO (4.7)
dar
W(t)= [Q(r) dT—l—%ff[Q (11),Q(7)] dridr + ... (4.8)
0 00

Produktintegraler har flera egenskaper gemensamma med vanliga summaintegra-
ler. Exempelvis uppfyller de varianter av Cauchys integralsats och residykalkyl samt
ett slags motsvarighet till Stokes’ sats. Man kan forvinta sig att dessa egenskaper
kommer fa flera tilld mpningar i framtiden. I denna rapport koncentrerar vi oss mest
pa dess numeriska implementation.

4.4 Vansterinvarianta 16sningsalgoritmer

Vansterinvariansen dr den fundamentala symmetriegenskapen hos ekvationen, och
det 4r som nidmnts naturligt att intressera sig for numeriska algoritmer som ocksa
har denna egenskap.

Lat exempelvis K : G x g — G vara en numerisk ettstegsmetod som for varje @ (t)
och Q (t) berdknar en uppdatering @ (t + At) = K (Q (t),Q(t)). Att metoden &r vins-
terinvariant betyder att K (RQ,Q) = RK (Q, Q) identiskt i R,Q € G och Q € g. Spe-
ciellt kan vi for fixt ¢ vilja R = Q (£)~", vilket ger Q (t + At) = Q (t) K (I,Q(t)) =
Q(t) k(Q(t)). Samma resonemang och resultat géller generellt dven for hogre ord-
ningars metoder. En véinsterinvariant numerisk metod &r alltsd med nddviandighet

multiplikativ.
t+ t
Den exakta losningen till differentialekvationen svarar mot k = H e ()4

t
En anviindbar numerisk metod levererar en faktor £ € G i en liten omgivning Ug
av enhetselementet I, saidan att restriktionen av exponentialavbildningen till U, =
exp~! (U) &r bijektiv. Det finns alltsd ett entydigt bestimt W € U, C g sddant att
kE=eW.
En allmén vénsterinvariant numerisk metod kan saledes anses besta av foéljande
delar:

A) en (flerstegs-)metod for att konstruera en interpolerande funktion Qine (1), 7 €
[t,t + At] fran dndligt manga data om €.

t+ ot
B) en approximativ berikning av H e ()4 gadan att den ges av eV for

t
nagot W € g.

Ezempel: Betrakta som ett enkelt exempel en ettstegsmetod med Qint (7) = Q (t + %At).
th ot

Déa kan H e ()4 beriknas exakt, och blir e (743 ) t,
t
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Ho6gre ordningars metoder svarar mot hogre ordningars polynomiella interpola-
t+ t

tionsformler Qjnt. Berdkningen av H e int()d som eW for nagot W maste da

i allménhet bli approximativ och kOI;uner att inbegripa kommutatorer mellan poly-
nomkoefficienterna.

De vénsterinvarianta ekvationer vi studerat ovan &r specialfall av s.k. ekvationer
av Lietyp. Lat B : M x G — M vara en hogerverkan av Liegruppen G pa mangfalden
M, och beteckna (8 (x,a) med za. Att § dr en hogerverkan betyder att (za) b = x (ab)
identiskt. Ett dynamiskt system pa M sigs vara en differentialekvation av Lietyp om
dess trajektorier parametriseras av xa (t), dir x € M och a(t) &r losningar till en
vansterinvariant differentialekvation pa G. De metoder vi hir diskuterar kan direkt
anviandas for allmédnna ekvationer av Lietyp. For ekvationer av Lietyp kan anvidndas
Lies reduktionsmetod: om man kénner en partikulérlosning till en ekvation av Lietyp,
sa kan den allménna 16sningen erhallas via 16sandet av en annan ekvation av Lietyp
av ldgre ordning. Ett exempel hdrpa ges av den skaldra Riccatiekvationen.

4.5 Anvindning av Baker-Campbell-Hausdorffs formel

Baker-Campbell-Hausdorffs formel éir ett uttryck for e2e® som e¢AB)  diir ¢ (A, B) =
A+B+1[A,B]+... Nedanstiende resultat kan ses som ett slags hnearlserlng av Ba-
ker-Campbell-Hausdorffs formel m.a.p. variabeln B. Den fullstdndiga Baker-Campbell-
Hausdorffs formel kan erhallas ur denna linearisering genom ett slags integrationsfor-
farande. Vi behover hir bara den lineariserade varianten, men man kan férutspa
att den fullstindiga Baker-Campbell-Hausdorffs formel i framtiden kommer att ha
betydelse for numeriska metoder.

t
Vi skall alltsa betrakta problemet att uttrycka H e )4 som eW® for nagot

0
W € g for sma t.
Sats. Med beteckningen ada B = [A, B] giller att
d ad ) v’v (t)
LW — WY W ( t)
e Z (4.9)

Bevis:

W) _ W)

_ (=)W (t+ ) SW ( t)
5 5 { ¢

Q,,|,_.

1
d
e (1fs)W(t+ ) SW (t) _
/d )ds
0

1 1
/e(l—s)W(t+ ) (W(’“"? — W(t)) eSW () ¢ — eV (® /e‘sw(t)W(t) SW ) g
—

Men e SABeSA = Y %, ty bada led satisfierar ekvationen I = —adaF
k=0
med begynnelsevirdet F'(0) = B. Detta tillimpas pa integranden i det sista ledet.

Integralen kan nu beréiknas och pastaendet foljer. )
Sambandet mellan Q och W kan saledes skrivas Q = H (adw )W, dér H (z) =

0o Ok e
Z (= ) = 1=¢ ~ alternativt

X

W = h(adw)Q (4.10)
X
1—eX
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Detta ger oss en metod att beriikna W (t) utifran Q (¢). Ekvationen for W,

W= Q2 W0+ — (W W) — == (WL W, (WL W)+ (412)
2 12 720
giilller for varje Liegrupp/Liealgebra.
For speciella Liegrupper och speciella representationer av dess kan slutna uttryck
tecknas. Speciellt har vi féor den definierande representationen av rotationsgruppen
SO (3) att

. 1 1 w sin w
= Q+= Q4+ = (1—- —— Q 4.1
W= gt o (1o g Yl (a3

1
dirw = tr (§WT W> (4.14)
Denna formel kallas i navigeringskretsar for Bortz’ formel.

4.5.1 Algoritmer for steg B For att berdkna ett inkrementellt steg behovs inte
den exakta formen av Baker-Campbell-Hausdorffs (eller Bortz’) formel. Exempelvis
kan man om Qjn¢ Gr ett polynom i ¢t av graden p, ansé tta en approximativ 16sning W
som ett polynom i h = At av graden p + 1. Koefficienterna kan bestdmmas rekursivt
genom upprepad substitution i (f17).

Om exempelvis

Qint (t +7) = A +Br + Cr* + D73 (4.15)
sa ar
h?_ R? ht

4.5.2 Algoritmer for steg A Valet av interpolationsformel for Qine (¢t + 7) bor
goras med hinsyn tagen till felmodell m.m. Som ett exempel pé interpolationsformel
for Qine (t+ 1), 7 € [0, h], baserad pa avlista Q-virden vid tidpunkterna ¢ — 2h, ¢ —
h,t,t 4+ h kan anges A + Br + Cr? 4+ D73, dér

A = Q@)

B _ SUt—2h) —6Q(t—h) +30(t) +20(t + h)
6h

o _ QU-—h)-200)+Q(t+h)

2h?
—Q(t—2h) +3Q(t — h) — 3Q(t) + Q(t+h)
6h®




Kapitel 5

Rotationsgruppen

Bestdmning av orientering utifran vinkelhastigheter har stor betydelse i robotsam-
manhang, bade vid simuleringar och for skrovfasta troghetsnavigeringssystem. Ma-
tematiskt kan problemet betraktas som studiet av icke-autonoma, véinsterinvarianta
dynamiska system pa en Liegrupp, rotationsgruppen SO (3).

Flera olika framstéllningar av rotationsgruppen kan anvindas vid analys och nu-
merisk implementation:

e Eulervinklar,

e vridningsmatriser,

kvaternioner (med varianterna Eulerparametrar och spinorer),

vridningsvektorer,

Cayleyparametrar

e m.fl.

alla med sina fordelar och nackdelar. For varje framstéllning kan man sedan anvéinda
standardintegrationsrutiner, t.ex. Runge-Kutta-metoden. Detta &r det traditionella
sittet att losa differentialekvationerna.

Inom projektet har nyare - delvis helt nya - metoder, som utnyttjar problemets
speciella struktur (véinsterinvarians) utarbetats. Metoderna bygger pa s.k. produktin-
tegration och Baker-Campbell-Hausdorffs formel. Harvid minskar feltillvixten patag-
ligt, och algoritmerna har d&ven manga matematiskt aptitliga egenskaper. Metoderna
ar anvandbara ocksa for andra Liegrupper.

5.1 Integrationsproblemet

Lat matrisen € (¢) representera en kropps vinkelhastighet, uttryckt i en medfsljande
HON-bas, E (t) = ( e1 (f) e2(t) e3(t) ), t.ex. de vinkelhastighetssignaler som kan
uppmétas med ett skrovfast idealt gyro, och lat @ (¢) vara vridningsmatrisen fran
E(0) till E (¢)

E(t) =E(0)Q(¢) (5.1)
Det giller dirvid att Q (t) = Q (t) Q (t).

Beteckna med SO (3) = {Q € R¥*% QTQ =1,det@ =1} Liegruppen av orto-
normerade 3 x 3 -matriser med determinanten lika med ett. Dess Liealgebra so(3) =
{Q ER¥>3, QT +Q = 0} utgdrs av skevsymmetriska 3 x 3-matriser.

Vi infoér beteckningarna

0 0 O 0 01 0 -1 0
Ei=10 0 -1 |,Ey= 0 0 0 ochEs=11 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 O

varvid E = (E, Eo, E3) 4r en bas i so(3).

11
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Problemet dr att numeriskt losa differentialekvationen
Q) = QM) (5.2)
QO = 1 5.3

for den sokta funktionen @ : R — SO (3) didr Q : R — s0(3) dr en given funktion.
Detta técks alltsa av teorin i foregaend kapitel

5.2 Allminna integrationsmetoder

Pa SO (3) kan inforas lokala koordinatsystem pa flera olika sétt. Populdra ar t.ex.
Eulervinklar, (¢,0,1), definierade enligt

Q=c Fee Fre Bs (5.4)

och varianter dirav, exempelvis Q = e 1F1e 2B2¢ B3,

Beteckna en godtycklig uppséttning koordinater med (z,y, z). Sadana lokala ko-
ordinatsystem har av nédvindighet alltid singulariteter. Differentialekvationen (5.2)
kan dérvid skrivas som ett system

o= X (2,y,2,t)
Y=Y (z,y,21) (5.5)
i=Z (x,y,z,1t)

ddr funktionerna (X,Y,Z) beror (linjart) pa funktionen 2. Ekvationssystemet kan
16sas numeriskt med generella standardintegrationsalgoritmer, sasom Eulers stegme-
tod eller Runge-Kuttas metod. Ett sadant férfarande har ett flertal svagheter som
sammanhénger med varandera:

e En generell metod tar ingen hénsyn till problemets speciella struktur

e Metoden bryter samman vid koordinatsystemets singulariteter och numeriska
problem tillstéter redan i ndrheten av dessa.

e Numeriska felfortplantningsformler blir komplicerade och beroende av koordi-
natpunkten (z,y, z).

e Variationsekvationer (variationer/fel i 2) blir komplicerade och beroende av
koordinatpunkten (z,y, 2).

Som en forsta atgérd for att rada bot pa dessa svarigheter kan man tillgripa
en redundant parametrisering, t.ex. kvaternioner. Detta har ladnge varit populdrt i
robotsammanhang. Rotationsmatrisen e#(MEi+nzEz+nss) "qsp p 2 4 n2 4 ng? =1,
identifieras med tva kvaternionrepresentanter, +q, dar

. . L .0
4 =qo +iq1 +jg2 + kgs = cos 5 + ing sin 5 + jne sin 5 + kng sin ) (5.6)

Dirvid giller att |q° = ¢,2 +¢,% + ¢,2 + ¢5> = 1. I denna framstiillning kan SO (3)
identifieras med enhetssfiren S2 C R*, modulo tecken.

Som i (B.5) kan dynamiken framstillas som ett system av differentialekvationer,
den hir gangen pd R*. Standardalgoritmerna tillimpade pa detta system av ordinira
differentialekvationer lider fortfarande av spar av de tidigare svarigheterna, som hér-
ror fran att de inte tar hinsyn till den speciella strukturen hos problemet. Exempelvis
kan 16sningen driva ivig fran enhetssfiren och numeriska problem som sammanhéing-
er med detta avhjilps inte helt genom att t.ex. efter hand projicera l6sningen pa
sfaren eller genom att stabilisera sfaren med en palagd radiell dynamik.

Med véansterinvarianta integrationsalgoritmer férsvinner dessa svarigheter.
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5.3 Anvindning av Cayleytransformationen

Som alternativ till att framstilla det multiplikativa inkrementet k& som " , kan man

_ N1 . N L\ -1
for vissa matrisgrupper skriva k = % = (I — W) (I + W) = (I + W) (I — W) ,

med W € s0(3), s.k. Cayleytransformation. Detta #r méjligt for SO (n), Sp(2n),
SE (n), U(n) m.fl. Liegrupper, dock ej for t.ex. SL (3). Cayleytransformen kan an-
vindas for sidana linjara Liegrupper C GL (N) som definieras av att de lamnar
invariant en (eller flera) 2-tensorer pa RN (t.ex. en bilinjir form eller en linjir avbild-
ning). For en sddan Cayleyparametrisering géller foljande motsvarighet till Bortz’
formel

d ~ 1 171~ 1.~ -

=W =20+ [WQ} Swaw (5.7)
d.v.s. ett slags Riccatiekvation.

5.4 Stokastisk motsvarighet

Ovanstaende formulering och analys har relevans &dven om vinkelhastigheterna &r
behéftade med "normalférdelat isotropt vitt brus”, d.v.s. om dynamiken ersétts med
foljande stokastiska differentialekvation

dQ (t) = Q () (Q(t) dt + o EdB)

Hér ar som tidigare E = (Fy, Eq, E3) och B = (B; (t), Bz (t), Bs ()" en tredi-
mensionell Wienerprocess med diffusionskonstanten o2 .
Genom diskretisering erhélles foljande approximativa stokastiska produktintegral:

Q:eWr‘r N1 Wat Nz Wn+ Ny

Hér &r Np.Ns...NNn oberoende standardiserade normalfordelade stokastiska vek-
torvariabler. Man kan ocksa framstélla den approximativa 16sningen pa foljande satt
Q =eVie NigWzo N2 Wy Ny
dven har ar Nl;NQ;..NN oberoende standardiserade normalférdelade stokastiska
vektorvariabler.
Harvid géller att
eWVie |\LeWQe NQ..eWNe N

eWie Nle_wlewlewze NZ..eWNe Nw

et Niem ML Wy Wap No Wi Ny

e Nlewlew26 N, Wy

..€ & =

diir vi anvint eAeBe=A = ¢e'Be " Upprepas argumentet rekursivt erhalles till

slut

Q=e Nig Nz o Ny Wi We Wy
dir V- 1, NQ, - Nn ocksd &r oberoende standardiserade normalférdelade stokastiska
vektorvariabler. Losningen till den stokastiska differentialekvationen blir alltsa i detta
fall densamma som l6sningen till den deterministiska ekvationen sammansatt med en
i efterhand péalagd Brownsk diffusion pa SO(3)

Qstok = Bso(3)Qo
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e Samma argument ger ocksa att Qstox = QOBSO(3)

e Motsvarande resultat giller inte pa allmidnna Liegrupper som SE(3), ty da
bevaras inte ”standardiseringen” av den stokastiska vektorn B vid operationen
B eABe ™A

5.5 Feluppskattningar

Ovanstaende metod kan ocksa anvindas for att gora precisa feluppskattningar fér en
k:te ordningens integrationsmetod om man har supremumuppskattningar av k + 1:a
derivatan av funktionen (). De explicita uttrycken ér dock fér nirvarande dnnu
inte fardiga.



Kapitel 6

Algoritmer och numeriska resultat

Vi har gjort jamforelser mellan vinsterinvarianta integrationsmetoder och klassiska
integrationsalgoritmer, vilka bekraftar de vinsterinvarianta algoritmernas 6verliagsen-
het. For detaljer, se rapporten Hamberg (2000). Vidare har principerna for viinsterin-
varianta integrationsalgoritmer anvéints for att integrera snurrors rorelser. Detta &r
ett fall som inte téicks av de generella variationsintegratorerna (eftersom det Hamil-
tonska systemet inte lever pa ett cotangentknippe utan pa en sféir i detta fall).

15
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