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1. Metoder for modellering och styrning

1.1 Inledning

Allt hogre prestanda- och sikerhetskrav stéills pa moderna farkost- och robotsystem.
Inte minst for styrningens del innebér detta ett radikalt nytinkande. Styrprinciper
och konstruktionsmetoder som tidigare betraktats som ”akademiska” provas nu av
industrin for saval flygplan som robotar. Detta géiller exempelvis for “robusta linjéra
och pseudolinjira metoder” som H, p-analys/syntes och robust parameterstyrning
och for genuint olinjéra metoder som exakt linjérisering, backstepping, passivitetsba-
serade och andra strukturutnyttjande metoder (jfr [5]).

Framtida robotforskning kommer att behova utnyttja allt storre delar av den olin-
jira systemteorin och allt noggrannare beskrivning/modellering av fysiken. Vidare
erfordras mer systematik och hégnivahantering vid modellering och simulering.

Ett huvudsyfte med projektet Optimering av Robotprestanda &r att bygga upp er-
forderlig kompetens for FOIs och férsvarsmaktens kommande behov av modellering,
simulering och virdering av robotsystem. Verksamheten &r till sin natur huvudsakli-
gen teoretisk /matematisk.

I rapporten beskrivs delar av denna utveckling.

1.2 Metoder for modellering

De ekvationer som beskriver en robots rorelse kan anses besta av fyra grupper:

e generella kinematiska samband
e generella balansekvationer for massa, rorelseméngd och rorelseméngdsmoment

e specifika uttryck for tillférseltermerna i balansekvationerna, ndmligen relativa
mass-strommen (motormodell) samt uttryck for yttre krafter och moment pa ro-
boten (aerodynamiska krafter och moment vid olika roderkonfigurationer, tyngd-
kraft)

e inre dynamik i roboten (dynamik for roderservon, malsokare, gyron m.m.)

Ett traditionellt och tdmligen primivt sétt att modellera farkostdynamiken &r att
uttrycka samtliga dessa samband i ett proceduriellt datorprogram, d.v.s. att blanda
ekvationssambanden fran modelleringen med specifika algoritmer for berékningar och
simuleringar. Resultatet blir darvid ofta svaréverskadligt och svart att underhalla och
programmeraren maste sjilv tdnka ut i vilken ordning olika storheter skall beréiknas.

For att delvis komma tillrdtta med sadana problem har sedan en tid olika former
av objektsorienterad modellering/programmering tillimpats; olika delar av systemet
har kapslats in i objekt med véldefinierade granssnitt mot Gvriga delar av model-
len/programmet. En svarighet med detta forfarande dr emellertid att de fysikaliskt
naturliga objekten séllan eller aldrig 6verensstimmer med de proceduriellt naturliga
objekten.

Ett fysikaliskt naturligt objekt, sdsom en delkropp eller ett mekaniskt eller elekt-
riskt kopplingselement ger samband mellan sina granssnittsvariabler, snarare &n en
procedur for att berdkna vissa grinssnittsvariabler ur andra (jmf [17]). Fysikaliskt
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naturlig objektsorientering leder snarare till en ekvationsbaserad &n till en tilldel-
ningsbaserad modellering (se [3]).

1.3 Icke objektsorienterade modeller

Atskilliga fildre modeller for robotar finns pa denna form inom FOI, FM och annorstéi-
des. Pa sikt bor dessa avskaffas till forman for modernare modellarkitekturer. Detta
innebér inte att sjdlva formatet helt och hallet avskaffas, men modeller i detta format
bor i framtiden komma ut som biprodukter av en rationellare modelleringsmetod.

1.4 Objektsorienterad proceduriell modellering

Som exempel pa objektsorienterad proceduriell modellering kan nidmnas modeller
utférda i Simulink.

Simulink ar blockschemabaserat och har ett blockschemabaserat grafiskt anvin-
dar-granssnitt. Ett block kan definieras med hjélp av det grafiska anvandar-granssnittet
eller genom programmering av en s.k. S-funktion. Endast undantagsvis motsvarar de
olika blocken fysiska enheter i det system man modellerar. Att byta ut nagon enhet,
t.ex. motorn i en robot, innebér i allménhet visentliga fordndringar i blockschemat.

Styrautomater, atminstone traditionella sddana, har dock normalt en naturlig
blockschemastruktur, och fér dessa dr blockschemabaserad modellering bade naturlig
och enkel. Simulink- och Matlabformaten &r viktiga, kanske framfor allt genom att
det finns sa mycket reglerhjalpmedel utvecklade f6r detta format.

1.5 Objektsorienterad ekvationsbaserad modellering

Det modernaste och pa manga sétt bista sittet att modellera komplexa system &r att
respektera systemets egna inneboende hierarkiska struktur. Detta kraver att modelle-
ringen ar ekvationsbaserad. Man kan darvid lata datorn utfora mer av rutinarbetet,
ndmligen att forenkla uttryck, eliminera variabler o.s.v, vilket bl.a. eliminerar en
maénsklig felkdlla i detta skede. Ekvationsbaserad modellering har mojliggjorts bl.a.
av tillkomsten av datoralgebrasystem (Mathematica, Maple m.fl.) och rutiner fér nu-
merisk 16sning av differentialalgebraiska ekvationer.

1.6 Ekvationsbaserad modellering i denna rapport och i framtiden

I denna rapport beskrivs en robot av Meteortyp med ekvationsbaserad modellering i
kapitel 3. I kapitel 6 pavisas en mdjlig anvindning av ekvationsbaserad modellering,
namligen automatisk generering av proceduriella modeller.

I kapitel 5 beskrivs hur denna ekvationsbaserade robotmodell (halv-)automatiskt
transformerats till en S-funktion, d.v.s. en funktion som kan anropas av Simulink.
Ekvationerna har skrivits in i datoralgebraprogrammet Maple och dér transformerats
till ett dynamiskt system pa standardform, & = f (z,u), vars hogerled f (z,u) sedan
exporterats (via ett mellansteg som C-program) i form av en S-funktion.

Denna S-funktion kan sedan exempelvis anvindas for automatisk generering av
regulatorer med Matlab-toolboxen Nonlinear Synthesis Toolbox. I rapporten beskrivs
denna toolbox och en olinjir regulator som konstruerats for ett enklare modellsystem
(Rosslers system), vilket ockséa erhallits fran Maple via ovan beskrivna metod. Me-
ningen ar forstas att hela detta forfarande skall kunna tillimpas pa robotmodellen
sjalv i en snar framtid.

Under 2002 kommer dven andra, kommersiella, metoder for ekvationsbaserad mo-
dellering att utprovas vid sidan av den ovan beskriva "hemgjorda” kodkonverteringen.
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1.7 Linjara och pseudolinjira metoder for styrning

Med pseudolinjira metoder avses metoder som aterfor reglering av olinjéra system pa
teorin for reglering av linjira system. (S.k. exakt linjérisering [7], som ju aterfér olin-
jédra styrproblem péa linjira system via en genuint olinjir transformation och déirvid
anvinder teori for olinjira system betraktas dérfor inte som en pseudolinjir metod.)
Linjara och pseudolinjara metoder avhandlas i denna rapports kapitel 2 och 4.
En beprovad metod for konstruktion av styrautomater for robotar ar klassisk
parameterstyrning.

1.8 Parameterstyrning

Parameterstyrning, eller gain scheduling, innebédr att man konstruerar en parameter-
beroende linjéar regulator till ett parameterberoende linjért dynamiskt system.
Betrakta som ett enkelt exempel foljande dverforingsfunktion

1+s

Gls) = 1+as

dér o > 0 ér en konstant parameter. Aterkoppling med den a-beroende regulatorn

R(s) = éig’: och det konstanta forfiltret F' (s) = 2 i foljande regulatorstruktur ger en

parameteroberoende foljning, y = r.

B
1
~

v ¢ HR |
u

Figur 1.1: Det slutna systemet

I praktiken brukar man inte som i detta exempel helt eliminera parameterberoen-
det, utan bara minska det.

Pa detta sitt erhalles en familj av regulatorer som fungerar bra for var sitt kon-
stanta virde pa parametern, i detta fall . Man kan nu fraga sig om denna parame-
terberoende regulator fungerar d&ven om virdet av « inte dr konstant, utan dndrar sig
med tiden.

Klassisk parameterstyrning bygger pa att sa &r fallet i manga praktiska problem.
Regulatorn konstrueras som for konstanta a och det slutna systemet simuleras for
ett tillridckligt antal situationer med varierande « for att man skall kunna lita pa
konstruktionen. Denna metod &r tidsbdande och matematiskt ostringent, men har
anviants med stor framgang under lang tid.

I kapitel 4 diskuteras denna klassiska metod tillsammans med s.k. loop shaping
for styrautomatkonstruktion fér en robot av Meteortyp.

1.9 Adaptiv reglering

Om parametern ar konstant men okénd, &r det en naturlig strategi att forst forscka
skatta parametern med hjédlp av in- och utsignalerna och sedan anvéinda skattningen
som parametervirde for regulatorn. Detta forfarande kan itereras, fér att successivt
forbattra skattningen och ddrmed regleringen.

Principen [I] for adaptiv reglering ir att uppdateringen av skattningen och regle-
ringen sker kontinuerligt och parallellt. Estimatet, &, blir ddrvid en inre tillstandsva-
riabel i den adaptiva regulatorn. Stabilitets- och prestandafragor avgors normalt med
nagot slags Lyapunovoverldggning. Adaptiva metoder har ej undersokts i foreliggande
studie.
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1.10 Robust reglering

Genom att framstédlla parameterberoendet med hjilp av en s.k. bruten linjar trans-
formation (linear fractional transformation, LF'T), se kapitel 2, kan stabilitetsfragor
(och faktiskt &dven prestandafragor) aterforas pa stabiliteten hos ett slutet system

som i [L1] jmf [20]

A

H

Figur 1.2: System med osdkerheter

Hér representerar H ett dynamiskt system och A | "oséikerheterna”, ett annat. Vi
séarskiljer nagra viktiga fall:

e H och A ar bada linjira och tidsinvarianta

e A ir tidsvariabelt statiskt, d.v.s w (t) = A (¢) z (¢).
I det forra fallet kan stabiliteten avgoras med p-analys. Detta avhandlas i kapitel

I det senare fallet kan lagforstarkningssatsen aberopas. Om ||-||;nq 2 betecknar
den L2-inducerade operatornormen, sa giller att villkoret

[Hlling L2 Allipg L2 <1

medfor att dr systemet stabilt.

Vidare géller att ||All;,q L2 = supg (6 (A (2))) och att [[H|jg L2 = [[H]|3e- Den-
na observation tillater oss att anvidnda H°-metoder for olinjiara system for vilka
olineariteterna kan beskrivas via A-blocket ovan.

1.11 Robust parameterstyrning

Robust parameterstyrning ar resultatet av att anvinda metoderna foér robust reglering
(u-analys, H°°-normer o.s.v.) for analys av det slutna system som erhalles vid para-
meterstyrning. Aven syntesmetoder finns som bygger pa robust parameterstyrning,
se [6].

1.12 Olinjara metoder f6r styrning

Det finns ett flertal metoder for att reglera olinjara system.

Vissa metoder adr ad hoc-metoder i den meningen att det inte finns néagra te-
oretiska resultat som garanterar stabilitet eller prestanda. Ett exempel pa en sa-
dan metod &r konstruktion med tillstandsberoende Riccatiekvation (jmf [15]). Den
tillstandsberoende Riccatiekvationen kan anses vara en approximativ form av Ha-
milton-Jacobi-Bellman-ekvationen for ett optimalstyrningsproblem med kvadratiskt
integralkriterium.

Andra metoder ar strukturspecifika: om systemet har vissa stukturegenskaper
(t.ex. triangulariserbarhet eller passivitet) kan metoden anvindas och har vissa ga-
ranterade egenskaper. Exempel pa strukturspecifika metoder dr exakt linjirisering [7]
backstepping [18], passivitetsbaserad konstruktion [16] och Lagrangesk styrning [4].
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1.13 Exakt linjirisering

Exakt linjarisering innebar att systemet undergar en aterkopplingstransformation sa
att det slutna systemet blir ett linjart system. Teorin &r utvecklad for olinjédra system
som #r affina i insignalvektorn u

t=f(r)+g(®)u

Teorins huvudresultat ger nodviandiga och tillrickliga villkor pa vektorfilten f och g
for att en sadan transformation skall kunna goras, samt explicita formler fér den er-
forderliga aterkopplingstranformationen. Villkoren &r av differentialgeometrisk natur
och dr avgdrbara med explicita berdkningar (se [7]). Villkoren &r ocksd nédvindi-
ga och tillrackliga for att systemet skall kunna bringas pa triangulér form med ett
olinjart koordinatbyte i tillstAndsrummet [g].

Iden bakom exakt linjarisering &r mycket enkel och framgar av féljande urartade
exempel. Antag att det bara finns en styrsignal u och tillstandsvariabel x, d.v.s. att

x ovan Ar skaldrt. Villkoren for exakt linjiriserbarhet kollapsar da till villkoret att
v—F(x)
9(x)

g (0) # 0 och den linjiriserande regulatorn ges av u = och resulterar i det nya
linjira systemet & = v.
Redan detta urartade exempel visar en svaghet hos exakt linjarisering. Om syftet
ar att stabilisera origo och f (x) #r en stabiliserande olinjir term, sa innebér kancel-
f(x)

lationsrermen — s en destabiliserande term. Detta leder till orobusthet, jfr [18].

1.14 Backstepping

Backstepping ( [18], [5])4r en metod som ér tillimpbar pa samma klass av system som
metoden med exakt linjarisering. Med en koordinattransformation i tillstandsrummet
kan systemet fas pa formen

Ty = fi(x) + g1(z1)xe
&y = fa(wr,x2) + g2(x1, 2)23

Ino1 = fooi(@n, o 2n-1) F gn-1 (T, o Tao1)Tnoa
Tn = fn(xlw-axn)+gn($la~,xn)u

Metoden gar nu ut pa att rekursivt konstruera regulatorer for trunkerade delsy-
stem. I den forsta ekvationen, &1 = f1(z1) 4+ ¢1(z1)z2, kan tillstandsvariabeln xs
temporirt betraktas som en ("virtuell”) styrsignal. En styrlag o = hi(z1) konstrue-
ras sd att den valda funktionen Vi (z1) blir en Lyapunovfunktion till detta (tinkta)
delsystem. I néista steg konstrueras en styrlag sa att x5 = hy(x1, z2) sa att funktionen
Vo (x1,21) = V1 (1) +v2 (9 — hi(z1)) blir en Lyapunovfunktion, o.s.v. I det sista ste-
get blir den virtuella styrvariabeln lika med den faktiska styrvariabeln och vi erhaller
en stabiliserande regulator tillsammans med en Lyapunovfunktion.

Det #r vanligt att véilja V; (z1) = %x% och vy =v9 =..=vy =V;.

Metoden bygger som synes pa ett flertal val, och sérskilt bra robusthetsegenskaper
garanteras om man viljer samtliga virtuella styrlagar enligt nagon optimalstyrnings-
princip. Med inversoptimal konstruktion ( [18], [5]) kan man kringgd problemet att
16sa optimeringsproblem. Optimeringskriteriet blir istdllet framriknat fran den valda
styrlagen.

1.15 Passivitet
Ett system
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(med u och y bada m-dimensionella) dr passivt om det finns en Lyapunovfunktion
S (x), hir kallad lagringsfunktion, storage function, sadan att u'y > S identiskt.
Passiva system har manga anviindbara egenskaper. Parallellkoppling av tva passiva
system liksom negativ aterkoppling av tva passiva system ger passiva system. (I bada
fallen har det sammansatta systemet en lagringsfunktion som #r summan av delsyste-
mens lagringsfunktioner). Ett observerbart passivt system stabiliseras uppenbarligen
asymptotiskt av styrlagen u = —y.

Passivitet forekommer ofta i fysikaliska system, déar lagringsfunktionen kan mot-
svara t.ex. energi, entalpi eller fri energi, beroende pa situationen. Passivitetsover-
laggningar ligger ocksa bakom mer specifika strukturutnyttjande styrmetoder som
exempelvis Lagrangesk styrning [4]. Det skall ocksa ndmnas att passivitet spelar en
avgorande roll for backstepping med inversoptimalitet [18].

1.16 Metoder for robotstyrning

Samtliga ovanndmnda styrmetoder har potentiella tillampningar pa savil flygplan
som robotar. Adaptiva metoder kan vara ett alternativ till robust parameterstyrning
i vissa fall. Exakt linjdrisering och dess mer robusta motsvarighet, backstepping,
har formodligen storst tillampningspotential for mindre delsystem av farkosten. De
strukturella villkoren f6r metoden innebér inskrédnkningar som vixer med tillstands-
rummets dimension. Pseudolinjdra metoder blir ofta konservativa, ett problem som
snabbt vixer med osédkerheternas storlek. Det ar troligt att de lampar sig bést som
en overgripande robust dverrock utanpa lokala olinjéra regulatorer.
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2. Robust stabilitetsanalys

2.1 Omformulering av system med parametriserbara osikerheter till LFT-form

Betrakta det linjdra dynamiska systemet

i = A(p)z+B(p)u, (2.1)
= C(p)z+D(p)u 2.2

dar

x € R™ ar tillstandsvektorn, u € R™ &r insignalvektorn, y € R" dr utsignalvektorn
och p € RY 4r en vektor av okiinda parametrar.

A(p), B(p), C(p) och D (p) &r matriser av passande dimensioner, vars element
alltsa far bero av de okidnda parametrarna.

Om matriselementen &r rationella funktioner av p:s element, &r det mojligt att
separera p fran det 6vriga systemet enligt foljande blockschema:

(se [14])
" Ap)
z W
My Mz Mo
<y— Ms1 My Moz (= Y
T M3 Mz Ms3| g z

Figur 2.1: LFT-representation av linjdrt dynamiskt system med osdikerhetsparametrar.
Externa tillstand.

Hér &r A (p) en diagonalmatris innehallande elementen pi,ps,...pq i p-vektorn,
vart och ett eventuellt upprepat ett antal ganger sa att A (p) € RS*S, dir s > q.

Detta sitt att representera system , kallas Linear Fractional Transfor-
mation (LFT).

Matriserna Mij, 7,7 = 1, 2,3, har limpliga dimensioner, s& att t.ex.

T = Msiw + Mssu + Mssz. (23)
Om sambandet
i =sc (2.4)

utnyttjas, kan  och & elimineras i utbyte mot att s inféres i (de nya) blockmatri-
serna Hij(s) , 4,7 =1,2 och vi far f6ljande LFT:
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Y
>
S

Hn(s) ng(s) <

43/— Hzl(s) H22(5)< u

Figur 2.2: LFT-representation av linjdrt dynamiskt system med osdkerhetsparametrar.
Interna tillstand.

Efter utnyttjande av sambandet
w=A(p)z (2.5)
kan man enkelt visa att
Yy = |:H21A (I—HllA)_l H12—|—H22 u, (26)

dér argumenten s och p for enkelhets skull utelimnats.
Faktorn (I — H HA)*l kan betraktas som en overforingsfunktion for féljande sy-
stem:

T + y

+

Hu(s)A(p) T

Figur 2.3: Blockdiagram fér verféringsfunktionen (I — Hy A)™!

och stabilitet hos detta system &r darfor ekvivalent med stabilitet hos systemet
(2.1) (2.2) I det foljande hirleds en metod for analys av just detta.

2.2 Begreppet u och dess samband med minsta destabiliserande stérning

Lat D vara en tillaten méngd av ”storningar” som bestar av m-dimensionella kvadra-
tiska matriser, alltsd D C C™M*M,

Lat en matris M € C™*™M vara given. Definiera en méingd S (M), bestaende av
sigma-normer for sadana stérningar A € D som gor matrisen [ — M - A singulér,
alltsa

S(M)={5 (A):det (I — M-A) =0,A € D}. (2.7)

Forst visar vi att normen, & (A), for en stérning A maste vara > 6(1M) for att
kunna tillhora S(M)
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Antag dérfor, att 6 (A) < ﬁ och det (I — M - A) = 0. Da finns ett € R" sa
att x Z0och (I — M -A)x =0, dvs (M - A)x =1-x. Detta betyder att M - A har
ett egenviirde = 1, varur foljer att spektralradien, p (M - A), for M - A &r > 1. Men
spektralradien for en matris 4r hogst lika med normen fér matrisen, oberoende av
vilken norm som anvéinds (|A| ||z = |Az]| = |Az|| < ||A|l]lz]] = |A| < || 4], ddr A
ar ett egenvirde till A svarande mot egenvektorn x). Med utnyttjande av normegen-
skapen hos det maximala singuldra virdet skulle vi da fa p (M -A) < 5 (M -A) <
g (M)a (A) < 1 enligt begynnelseantagandet, vilket strider mot vart just erhallna
resultat att M - A har ett egenvirde = 1.

M-matrisens p-virde, up (M) , definieras nu i termer av den “minsta” storning
som gor I — M - A singulér, enligt foljande:

1
————=minS (M) (2.8)
pip (M)
Enligt ovan &r storleken (dvs normen) av denna minsta destabiliserande stérning
> m. Alltsa giller m > ﬁ, eller up (M) <& (M).

I det fall da alla stérningar i C™*™ ar tillatna, dvs D= C™*™M kan vi visa att
likhet géller. Om vi ndmligen antar att matrisen M singuldrvirdesuppdelas enligt
M = UXVH, med ¥ diagonal och UUM = VVH" = I, och konstruerar stérningen

Ao = ﬁVUH € C™M =D, sa giller dels att 7 (Ag) € S (M), eftersom det(] —

M- o) = det (I~ USVH v ) =

det U - det (I — ﬁZ) ~det UM =0, eftersom & (M) #r ett av diagonalmatrisen

a(ﬁVUH) = i o (V- I-UM) = g -1 =

ﬁ7 varur foljer att min S (M) < C(iﬂ). Olikhet géller saledes at bada hallen, varur
likhet foljer.

I det allménna fallet da inte nodvindigtvis alla storningar i C™*™M &r tillatna,

utan vi bara vet att DC C™*™ blir férstas inversen av p-virdet storre eller lika

stor, eftersom minimeringen da sker éver en delméngd av C™*™M. Detta kan skrivas
1/ pgmxm (M) <1/pp (M) eller

Y:s element, dels att 7 (Ag) =

pp (M) < pimxm (M) (2.9)

2.3 Anvindning av Nyquistkriteriet

Antag att det nominella systemet, dvs systemet i ﬁgurmed A (p) = 0, dr stabilt.
Hyq (s) #r da en stabil overforingsfunktion, vilket i sin tur innebér att den totala
kretsforstirkningen Hi (s) - A (p) 1 det aterkopplade systemet enligt figur ocksa
ar en stabil 6verforingsfunktion, eftersom A (p) ju dr en konstant matris. Var uppgift
dr nu, som tidigare papekats, att analysera hur stabiliteten hos detta aterkopplade
system paverkas av A (p) .

Lat darfor

Aol Bol
2.10
[ Cor Do) :| ( )
vara en realisation av det 6ppna systemet Hi (s) - A, dvs
Hyi (s) - A = Coi (sI — Aot) ™" Bot + Do (2.11)

(observera att matriserna Aoy, Bor, Cor och Doy, liksom A, ér beroende av parame-
tervektorn p).
Da ligger rotterna till detta 6ppna systems karakteristiska polynom

Do) (5) = det (sI — Agr) (2.12)
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i det komplexa vinstra halvplanet (VHP).
Tillstandsekvationerna for det aterkopplade systemet i figur 2:3] blir nu

& = Aoz + Bay, (2.13)
y—r =Cox + Doy. (2.14)

Fran ekv. (2.14) far man da
y= (I~ Do) (Coz +1), (2.15)

vilket ger foljande standardform:

G = [Ao. + Bot (I — Dot) ™" co.} 2+ Boy (I — Do)~ ', (2.16)

y=(I— Do) " Cox+ (I —Doy) "7, (2.17)

varur det karakteristiska polynomet for det aterkopplade systemet kan identifieras
som

{02 (8) = det (S[ — Aol — Bor (I — D0|)_1 Co|) . (2.18)
Rotterna till detta polynom &r alltsa desamma som polerna till det aterkopplade
systemets dverforingsfunkton (I — Hyy (s) - A)7".

Vi far nu anvindning for féljande matrisidentitet, vilken lédtt kan verifieras med
direkt multiplikation :

I ApAs) Ay — AppAyl Ay 0 I 0
0 I 0 Az Ayt Ay T

I O All O I A1_11A12 (2 19)
A21A;11 I 0 A22 - A21A;11A12 0 I ’ ’
Satt in
All = I- -DO|7 A12 = CO';
A21 = BO|7 A22 =sl — A0| (220)

och tag determinanten av bada led, sa far man, eftersom determinanterna av
samtliga yttermatriser = 1,

det (1 — Dot — Cot (sI — Agy) ™" Bo|) det (sI — Aqr)

= det (I — Dop)det (sI — Aot — Bot (I — Dot) ™" Co|) : (2.21)

eller, med hjilp av ekv. (2.11)), (2.12) och (2.18).

det (I — H11 (S) . A) = (I)CI (S)

= G () (2.22)

dir ¢ = det (I — Dqy), och alltsa konstant.

Som tidigare papekats, géller forutsidttningen att det 6ppna systemet &r stabilt,
vilket innebér att P (s) inte har rotter i hogra halvplanet (HHP). Vi soker ett kri-
terium for att det slutna systemet ocksa ar stabilt, dvs for att @¢ (s) inte heller har

10
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nagra rotter i HHP. Hiar kommer den s k argumentprincipen for komplexa rationella
funktioner till anviindning.

Argumentprincipen séger, att nir den oberoende variabeln s fér en rationell kom-
plex funktion genomléper en sluten kurva i det komplexa planet, sa omkretsar mot-
svarande bildkurva origo ett antal ganger, som ar lika med skillnaden i antal téljar-
och ndmnarnollstéllen som ligger innanfor den slutna kurvan ifraga.

Om vi alltsa later den slutna kurvan utgéras av imaginédraxeln tillsammans med
en halvcirkel med "stor” radie i HHP (en s k Nyquist-kontur), kommer funktionen
det (I — Hyq (s) - A) att omkretsa origo lika manga ganger som det finns rotter till
D¢ (s) innanfor denna kurva, och om man téanker sig att halvcirkelns radie dr odndligt
stor, kan man genom att observera bildkurvans beteende pa detta sétt avgora hur
manga rotter detta polynom har i HHP (obs aterigen att ®q (s) saknar rotter i detta
omrade).

Det avgérande blir hur funktionen det (I — Hyq (iw) - A) uppfér sig d4 w genom-
16per de reella talen fran —oo till 400, eftersom halvcirkeln med mycket stor radie i
praktiken avbildas pa en enda punkt.

Vi vill alltsa studera vilka storningar A som krévs for att denna funktion skall om-
kretsa origo. Om A = 0, sa &r det (I — Hy (iw) - A) = 1, Vw, dvs hela Nyquist-konturen
avbildas pa punkten 1, och omkretsar dirfor inte origo, vilket ju stimmer med for-
utsdttningen att det ostérda systemet dr stabilt. Det dr ocksa uppenbart, att kurvan
kommer att halla sig i ndrheten av punkten 1 sa linge som A &r tillrickligt litet. Av
resonemanget ovan framgar i sjdlva verket, att kurvan inte kan na fram till origo om
o (A) < m,Vw.

Néar A okas till sin storlek, finns mojligheten att bildkurvan tréffar origo, dvs
JA € D: Jw € R : det({ — Hy; (iw) - A) = 0. Sokandet efter den minsta tilldtna
storning som kan orsaka instabilitet gors med stegning genom ”alla” frekvenser w,
och bestdmning for varje w av det minsta A € D som gér matrisen I — Hyq (iw) - A
singuldr. Enligt definitionen av pp ovan ar detta ingenting annat &n inversen av
pp (Hii (iw)), eftersom tillimpning av definitionerna i ekv. och ger

v
pp (Hi1 (iw))

Om vi dérfor ritar upp denna storhet som funktion av frekvensen w, sa kan vi
bestdmma vilken frekvens som kréver den minsta stérningen for att uppfylla singu-
laritetsvillkoret. Da vet vi att systemet kommer att behalla sin stabilitet for alla
storningar som ar mindre, eftersom det (I — Hy; (iw) - A) # 0 {or alla sadana A samt
alla w.

= min {5 (A) : det (I — Hyy (iw) - A) =0, A € D} (2.23)

2.4 Beskrivning av enkel missil

En HVM-missil vid givet Mach-tal antas kunna beskrivas med féljande linjira
2-tillstandsmodell:

& = ki(—Cr +Cna)a+ g+ ki1Cnso (2.24)
d
n=uv(&—q) (2:26)

dar ki, ks, d,och v ar konstanter vilka bestdms av missilens egenskaper, inklusive
dess hastighet.

11
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« dr anfallsvinkeln, ¢ missilens vinkelhastighet, styrsignalen § &r rodervinkeln och
utsignalen utgors av n ar tvirsaccelerationen.

Modellosékerheten ligger i de aerodynamiska derivatorna Ct, Cng, Cra s CNs s
and Cms, vilka skrivs som

Cr = Cro +p1frCro (2.27)
Cna = CNao+PNafnaC (2.28)
Cma = Cmao + PmafmaCmao (2-29)
Cne = Cneso +PNsfnsCnso (2.30)
Cms = Cmso +pm6fm60m60 (2-31)

med Ctg, CNnao, Cmao s ONso, 0ch Cmso som nominella viarden for respektive aero-
dynamiska derivator, ft, fNno, fma, JN3, 0ch fms som maximala relativa fel och pr,
PNas Pmas PN, and pms som osdkerhetsparametrar, vilka samtliga tillhor intervallet
[-1,1] .

2.4.1 Omskrivning av modellen till standardform Med dessa osikerheter
insatta, och med z1=a , z9=q, u=4, och y=n, kan modellen skrivas

1 = an(p1,p2)r1 + 22 + b1 (pa)u (2.32)
To = a21(ps)r1 + agews + ba(ps)u, (2.33)
y =v(d1 — 22) (2.34)

dér aq1, as1, by,0ch by ar linjdra funktioner av sina argument, enligt

a11(p1,p2) = ai) +app +aiips (2.35)
ag1(ps) = a3 +agps (2.36)
bi(pa) = b2+ bipy (2.37)
ba(ps) = bS5+ byps (2.38)

De linjira koefficienterna beriknas hér uttryckta i de ursprungligt givna system-
konstanterna som

0 1 2

aq k1(CNnao — Cr0), @11 = k1 fnaCNaos al; = —k1frCro
0 1

Ao k2cma0; Ay = kamaOmaO

(2.39)
(2.40)
asy = kod/2v (2.41)
(2.42)
(2.43)

v) = kiCnso, b1 = k1fnsCnso
by = kaCmso, by = k2fmsCmso

Vi har ocksa dndrat beteckningar for osédkerheterna enligt pt = p1, PNa = P2, Pma =
P3,PNS = P4,Pms = P5-

2.4.2 Transformering till LFT:er Det linjira uttrycket fér aq1(p1,p2) ovan
kan betraktas som en in-ut-relation pa foljande LFT-form:

och ag1(p3), b1(ps), and ba(ps) har alla den enklare strukturen enligt figur , dar
asteriskerna betecknar olika virden for olika koefficienter.

Inspektion av ekvationerna (2.32)), (2.33]) och (2.34)) visar att hela systemet nu
kan representeras av blockdiagrammet i figur

12
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|p1 0O
0
P2
211 | . Wn
0 0 D1 -
|
|
0 0 1
________ r---
|
< ary aj; 1af - 1

Figur 2.4: LFT-representation for ai1(p1,p2)

Detta diagram kan, i sin tur skrivas som ekvationerna

_ _ 1
211 = 02X2w11 =+ |: 1 :| X1 (244)
291 = 0- wo1 + 1- T (245)
z217=0-wi+1-u (2.46)
20=0-wy+1 -u (2.47)
T = [ah, a?l] -011 + b%wl + a?lxl + z9 + b(l)u (2.48)
To = a%lwgl + b%wg + aglxl + ag2x2 + bgu (249)
Y= [vah, va%l] 11 4 vblwy 4+ val xy + vblu (2.50)
eller, i vektorform:
- -~ T 0o o 0 o0 0 1 0 07, -

Z11 0 0 0 0 0 1 0 0 Wi

Z;l o 0 0 0 0 1 0 0 “7:}21

1 1

0 0 0 0 0 0 0 1

2070 0 0 0 0 0 0 1 v (2.51)

1 1

o a’}l a’%l 0 b% 0 a(lJl 1 b? oo

0 0 ady 0 b ay ax Y "

LY | vay, wai; 0 wbi 0 wad; O Wby |t -
vilket kan skrivas som

Z=Mw (2.52)
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Figur 2.5: LET-representation for as(p),b1(p) och ba(p)

med vektorerna och matrisen partitionerade enligt

Z11 Wi1

_ 221 _ w21

zZ= ,W = (2.53)
Z1 wi
) w2

och

My My M3
M = Moy Moo M23 (254)

dar tydligen

1 0 0
1 0 0
My = Osxs,Mipo=|1 0 |,Miz=1|0], (2.55)
0 1 1
0 1 1
1 2 1 0 0
_ aj; ay; 0 by 0 _ a1 o by
My = 0 0 a, 0 b , Moy = ad  as , Moz = i (2.56)
My, = [ val, wva?; 0 wb} 0O ] , Msy = [ vad; 0 ] , Msz = [vb(l]] (2.57)

Med dessa symboler kan missilen representeras som i figur

2.5 Stabilitetsanalys av ostyrd enkel missil

2.5.1 Teoretisk analys Vi vill nu prova den tidigare hérledda u-metoden genom
att tillimpa den pa den ovan beskrivna enkla missilmodellen (ekv. (2.32)), (2.33)).
Detta systems stabilitet bestims helt och hallet av matrisen

1
A = aii (pl>p2) 2.58
m a21 (p3) az2 ( )

14
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W11
T
221 ‘ w2
011
@y ah, ay,
Ty T
a2 2
Z1 ‘ w1
0 :1
biu  |pl 0 u
1 by 0%
z92 wWa
01
bou |pl 1p0
2U by by

Figur 2.6: LFT-representation for tillstandsekvationerna -

med karakteristiska polynomet

®m (s) = 5% — (a1 (p1,p2) + az2) s + a1y (p1,p2) azs — as; (p3) - (2.59)

Med aktuella numeriska véirden pa de i ekv. (2.35) och (2.36) ingéende kon-
stanterna (se ekvation (2.39) (2.40) och (2.41), samt p; och py begrinsade till in-

tervallet [—1,1], blir de karakteristiska rotterna komplexkonjugerade med realdelen

% (a11 (p1,p2) + az2) .
Detta betyder att stabiliteten hos systemet enbart beror av parametrarna p; och

po men dr oberoende av p3 (samt forstas py och ps).
Det omrade i p; — po-planet som ger stabilt oreglerat system ges saledes av olik-

heten

a1 (p1,p2) + a2 <0 (2.60)

eller, med insdttning av det linjdra uttrycket fér a1 (p1, p2) enligt ekvation (2.35),

2 0

a +ai; +a

py < — P20 T2 (2.61)
ayy

Detta #r det omrade som ligger under den heldragna linjen i figur

2.5.2 pu-analys For att testa metoden med p-analys genom att jamfora dess resul-
tat med det teoretiska ovan, anvinder vi oss nu av vetskapen att stabiliteten enbart

15
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P1p2 0

0 p4p5

N
SIS

My My M3
M1 Moz Mog
Y M3z1 M35 M3

SIE

=

Figur 2.7: LFT for ekvation

0.8 s =

0.4

0.2

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p2

Figur 2.8: Stabilitetsomrade for ostyrd missil

avgors av vardena hos p; och py. Vi kan da sétta 6vriga parametrar = t ex 0 och
gora om systemet till en LFT av samma form som i figur 2.2 med

pr 0
A(p) = { 0 } . (2.62)

Overforingsfunktionen Hy; (s) blir saledes av dimensionen 2 x 2 och bestims av
MATLAB-programmen approxLPV och rat2lft, vilka beskrivs i [14]. Dérefter anropas
programmet mu, som ingar i u-Analysis and Synthesis Toolbox och bestiammer p for
ett dndligt antal specificerade frekvenser. Med reellt A (p) &r u # 0 endast {or ett
fatal frekvenser, eftersom ett nodvindigt krav for singularitet hos I — Hyg (iw) - A
ar att Atminstone nagot element i Hyp (iw) &r rent reellt, nagot som oftast inte blir
fallet om de diskreta frekvenserna véljs utan stor insikt om systemets egenskaper.

Det enklaste séttet att kringgd detta problem, atminstone med de programhjalp-
medel som star till vart forfogande, ar att tillata A (p) att vara komplex, dvs vi later
D vara = C"™*M jstillet for RM*™M. Priset for detta &dr att metoden blir konservativ,
dvs storningar som egentligen inte destabiliserar systemet blir otillatna.

16
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I figur2.9)visas pp (Hi1 (iw)) i nérheten av sitt maximum. Vi kan avlisa maxq pp (Hip (iw)) =
1.2692. Om vi alltsa bara tillater (reella) stérningar som inte har stérre norm &n stor-
ningen Apax dir ¢ (Apax) = max {|pP"®], [p**|} = T lHu(iw)) = 0.7879, sa ar
stabilitet garanterad. Detta svarar mot det omrade i figur @ som ligger under den
horisontella och till héger om den vertikala streckade linjen. Detta &r ju en delméngd
av hela stabilitetsomradet, och vi ser alltsa att metoden i detta fall ger ett korrekt,
om an konservativt, resultat.

1.28

124

1221

118+

116 L
34.85 34.9 34.95 35 35.05 35.1

omega

Figur 2.9: u som funktion av frekvensen med oreglerad missil

2.6 Konstruktion av styrautomat for enkel missil

Stabilitetsanalysen ovan av den enkla missilen ger oss ett omrade i parameterplanet
med garanterad stabilitet. Emellertid ar systemet, trots dess rent formella stabilitet,
helt oacceptabelt vad giiller dess dimpningsegenskaper. Det nominella systemet (p; =
p2 = 0) har en tidskonstant pa 4 s (egenfrekvens 35 rad/s) och maste dirfor regleras.

Regulatorn maste konstrueras utifran vad som &r kint om systemet. Osékerhets-
parametrarna ar naturligtvis okéinda, varfér styrautomaten far baseras pa det nomi-
nella systemet. Resultatet blir saledes ett system som har énskade egenskaper under
forutsdttning att py = pa = ... = p; = 0.

Det enkla missilsystemet tédnks alltsa beskrivet som (jfr ekvation - (2:39):

T = Amx+ Bmu
Cmz + Dmu. (2.63)

Med tillstandsaterkopplingen

u=—Kz+ Fr, (2.64)

didr K och F &r konstanter och r dr en referenssignal (dvs tvirsaccelerationens
borvirde), erhalls systemet

= (Am — BmK)x + BmFr
— (Cm — DmK)z + DmFr- (2.65)

17



FOI-R--0326--SE

Stabiliteten hos detta aterkopplade system bestdms alltsd av egenvirdena hos
Am — BmK. Dessa kan genom ldmpligt val av vektorn K placeras fritt (under den
sjiilvklara begréinsningen att komplexa egenvirden upptrider i konjugerade par).

Lampliga egenvdrden &r de som svarar mot en relativ ddmpning ¢ = 0.7 och
egenfrekvensen wy = 25rad/s, vilket ger en tidskonstant pa ﬁ =~ 0.06s.

For att det statiska felet skall elimineras, dvs tvirsaccelerationen ska svénga in mot
det onskade virdet, skalas borviardet r med faktorn F', vilken véiljs s& att utsignalen
Yoo efter insvingning vid palagt konstant borvirde rg blir lika med detta borvirde.
Efter insvingning &r tillstandet

Zoo = — (Am — BmK) ™" BmFr, (2.66)
vilket ger
Yoo = [— (Con — DimK) (Am — BmEK) ™" Bm + Dm] Fro, (2.67)
varfor valet av F blir
—1
F = |~ (Cm = DmK) (Am = BmK)™" B + D] (2.68)

2.7 Stabilitetsanalys av styrd enkel missil

Det faktum att osiikerhetsparametrarnas virden i verkligheten avviker fran 0 medfor
naturligtvis avvikelser hos det reglerade systemet fran det 6nskade beteendet. Stabili-
teten hos detta system beror pa samtliga 5 osikerhetsparametrar, till skillnad fran det
oreglerade systemets stabilitet, som ju paverkas endast av pjoch ps. Av berdknings-
tekniska skél nojer vi oss emellertid i denna rapport med att analysera stabiliteten
hos det reglerade systemet dels i det fall d& endast pjoch py far avvika fran 0, dels i
det fall d& dven ps slidpps fri.

I figur visas p som funktion av frekvensen i det forra fallet, dvs da endast
pioch po &r fria. Vi ser att kurvan har maximum = 0.036. Av detta drar vi slutsatsen
att systemet &r stabilt om |pi|och |ps| bada understiger 55 =~ 27.

I figur 2.10] ses motsvarande kurva da pi,ps och ps dr fria. Denna kurva har
sitt storsta virde = 0.23, vilket innebér att stabilitet rader om beloppen av alla tre
parametrarna ar mindre &n 4.2.
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3. Modellering av en Ramrobot

3.1 Oversikt

e

Xcg(start)

Figur 3.1: Principskiss 6ver missilen fran sidan och bakifran

Skjutforloppet &r ténkt att inledas med en boostfas och sedan, efter en kort coast-
fas, 6vega till en sustainfas.

3.1.1 Boostfas Under boostfasen brinner motorl dvs den krutdrivna boostern.
Boosterns uppgift dr att ge missilen en tillrdckligt hog hastighet for att rammotorn
skall fungera d v s i ett intervallet mellan ca mach 2 och mach 4.

Boostfasen varar i 3s. Under de forsta 0.1s &r missilen ostyrd och rodren ar lasta.
Sedan kommer en 0.4s lang stabilisernigs fas. De aterstaende 2.5s anvinds for att
gora en ldmplig upptagning. Upptagningens storlek beror pa hur langt bort malet
befinner sig och vilken hastighet man vill att missilen skall ha vid boostfasens slut.

3.1.2 Coastfas Under denna fas pa 0.5s skall anfallsvinkeln och snedanblasnings-
vinkeln styras ned till noll d v s @ = 8 = 0. Detta gor man for att sikerstélla att
rammotorn kan starta.

3.1.3 Sustainerfas For att SOFRammotorn inte skall slockna maste fart, hojd,
anfalls- och snedanblasningsvinklar héllas inom vissa begransningar (se senare kapi-
tel). Om motorn slocknat s& kan den inte tédndas igen.

Under de forsta 0.5s skall a och 3 fortsitta att hallas till noll.

Hur linge rammotorn brinner beror pa hur fort missilen flyger, pa vilken hojd och
med vilken anfallsvinkel.

3.2 Missilmodell

3.2.1 Omgivning I detta avsnitt beskrivs yttre forhallanden sasom ljudhastighe-
tens och lufttdthetens variation med hojd och marktemperatur. Har berdknas dven
g-kraftens komponenter i kroppsfasta systemet (body).

Trark : marktemperatur [°C]

T, . —273.14 [°C]
Pmark  : 1000.0 [LPa]

kp : —1.5688 - 10~* [ /m]

R £ 987.04 [kJ/keK]
g :9.81 [m/s?]
Tyob  :Transformationsmatris [—]
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Hojd tropopaus [m]:
Hyrop = 9600 + 80T mark (3.1)
Temperaturgradient [°C/m]:

Tyrad = —0.0061 + 18.1 - 105 Timark (3:2)

Temperatur [°C]:

T — { Tmark + Tgrad * hojd  om hojd < Hirop

Tmark + Tgrad * Hirop  annars (33)

Ljudhastighet [m/s]:

Uijug = 20.0461/T — T, (3.4)

Omgivningstryck [N/m?]:

| pmark(TrpesseTe) =0T _ om hojd < Hyrop 55)
b= pmark(TT%{;ﬂT—()To)fS.? . ekp(hojd—Herop) g s :
Lufttithet [kg/m?]:
100 - p
= 3.6
= RT-1) (3
gravitation i body [m/s?]:
g —sin@
gp=Tgn [ O | = cosfsing |g (3.7)
0 cos 6 cos ¢

3.2.2 Aerodynamik Huvudsyftet med detta avsnitt dr att rdkna ut de aerody-
namiska krafterna och momenten, dvs de krafter och moment som uppstar p g a
att missilen ror sig med en viss hastighet i ett lufthav. Utoéver detta beridknas dven
de vinklar, anfallsvinkel och snedanblasningsvinkel, med vilka vinden infaller mot
missilkroppen.

Eventuell styrning via aerodynamiska roder fogas in i detta avsnitt via rodervinkel-
utslag, 4.
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Totalhastighet [m/s]:

Machtal [-]:

Anfallsvinkel [grader]:

: referenslangd

: aerodynamisk referenspunkt

: masscentrum lage

= Ct (Mach)
= Cc(Mach, a, 3)
=CN (MCLCh, Q, 6)

= CTEnd (me)
= C,, (Mach, «, 3)
= Cr,, (Mach)
= C7,, (Mach)
= Cc¢,;(Mach, o, 3)
= Cn,; (Mach, «, 8)

= C\(Mach)
= Cm(MaChaOé7ﬂ)
= Cn(Mach, «, 3)

= C\,(Mach, a, 5)
= Cm,;(Mach, o, B)
= Cn,(Mach, o, B)

= (), (Mach)
= Cm,(Mach)
= Cn,(Mach)

: sidroder {rudder}

: hojdroder {elevator}
: rollroder {aileron}

Vot = x/v§+v§+v§

Snedanblasningsvinkel E| [grader]:

Rodervinklar (x-konfig) [rad]:

Mach = 2t
Vljud
a = arctan -2 : [—90, 90]
Ux
B = arcsin . [—90, 90]
Utot
Sy = =81 82483484

Se = 51—52—483-1-54
4

Sa = 81+02+83+84
a— 4

(3.10)

(3.11)

(3.12)

LAmn: Fér symmetriska missiler anviinds ofta istillet en vinkel som definieras pa foljande sitt:

v
arctan —£
Vg
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Dynamiskt tryck [N/m?]:

2
q= % (3.13)
Referensarea [m?]:
md?
Sref = e (3.14)

Kraft ekv [N]:

_quef (CT + CTend + CT(Srér + CT(;E 59 + CT5a5a)
Fa=4¢ —qSref(Cc + Cc,dr) (3.15)
—qSref (CN + CN5 5e)

Moment ekv [Nm]:

qSrerd(Cy + C,0a + 55— C), w)

2Viot

Ma =< ¢Srerd(Cm + Cm,yde + 58— Cpm,wy — et =Xeas (O + On,0e))  (3.16)

2Viot

qSrefd(Cn + Chn,or + %ﬁatcm.wz - %(Cc + Cc,0r))

3.2.3 Motorl (Krutdriven booster) I detta avsnitt beskrivs en krutmotors in-
re liv. Som drivkraft ldses en normerad kurva in. Den skalas sedan med specifikimpuls,
krutmassa och brinntid till en kraft. Observera att denna beskrivning bara géller en
motor med en krutcylinder som brinner symmetriskt inifran och ut mot skalet.
Eventuell dysstyrning av boostern fogas in i detta avsnitt via dyskrafter, dgys:.

mk : krutets massa (k9]
Isp : specifikimpuls for krutet  [Ns/kg]
Tiot : totalimpuls f6r krutet [Ns]
tp : brinntid for krutet [s]
PS(t) : normerad drivkraft [N]
Pk : krutets densitet [kg/m?]
L : kruteylinderns langd [m]
r : kruteylinderns ytterradie [m)]
Tdys1 : dysans lige [m)]
rays1  : dysans radie [m)]
Vays1 @ dysans hastighet [m/s]
ddys1  : dysstyrning [N]
Drivkraft [N]:
N
Po =P} (t)Sptika (3.17)
b
tb ,
PL(t)dt = 1.0
to
Massfléde [kg/s] och massa [kg]:
. Po Ppmio
m = _iD_ 3.18
' Isp Tiot (315
mml(t) = mml(t - 1) + mldt (319)
mk (t) = Mm1 (t) — Mm1io (320)
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Masscentrum [m] och masscentrumhastighet [m/s]:

Xcgmmmmlo + Xcgk mk

XCle = Mm1
m
. Xegr — X X,
. g CYim cg
Kegni = 7 km 1 1 +mkm };
m m

Troghetsmoment och dess derivata m a p x=0 [kgm?|[kgm? /s

Krutcylinder som brinner inifran och ut mot skalet (nollskilda element):

2

I(L 1)m1 = I(la 1>m10 + mk’I"Q - 2pr::2lk_n
2 2
1(2,2)m1 = 1(2,2)mi0 + ™= — gits + B +mm X,
I( a3)m1 _I( ’ )ml
I(1,1)m1 = miqr? — 1y p:}fn
. o2 . . 2 . Y
1(2,2)m = ™= — lepTﬁ +rints + 1 Xy, .+ kX o Xogo .
Framdrivande kraft [N]:
\/Pl% - 5§ysly - 5(21yslz
Fmy = 5dysly
(sdyslz

Den framdrivande gasens hastighet [m/s]:

Vgasl = _le/ml

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

3.2.4 Motor2 (SOFRammotor) Detta dr en rammotor med fast brinse (SOlid-
Fuel). Observera att denna beskrivning endas géller en SOFRammotor dar branslet
brinner bakifran och framat. Bade drivkraften och massflodet lises fran tabeller,
(eller funktioner som representerar tabelldata).

Eventuell dysstyrning av SOFRammotorn fogas in i detta avsnitt via dyskrafter,

5dy32 .

th : gaspadrag -]
¢(th) : [0.4..1.0] : forbréanningsgrad -]
~¥(Vtot, B, ) : [0/1] : livhallningsparameter -]
P : brénslets densitet [kg/m?]
Xm2 : motorns lage (framkant) [m]
L : kruteylinderns ldngd [m]

r : krutcylinderns ytterradie [m]
Zegumao : tom motors masscentrum [m]
Mma0 : tom motors massa [kg]
Teg, : brinslets masscentrum [m]
Teg, : brinslets masscentrumhastighet  [m)]
Mpo : brénslets totala massa [kg]
Tdys2 : dysans lige [m]
Tdys2 : dysans radie [m]
Vays2 : dysans hastighet [m/s]
ddys2 : dysstyrning [N]

25



FOI-R--0326--SE

Drivkraft [N]:
Po=PFPp (Mach, hOjd, «, ¢7 ﬁv rY)
Massflode [kg/s]:
mao(Mach, hojd, o)
Fuel Air Ratio

Mg =
Massa [kg]:

2
mp(t) = mma(t) — mmao

Masscentrum [mjoch masscentrumhastighet [m/s]:

mp(t) L
KXeg, = Xma2+ m( )5
b0
. e L
T
X _ XCgm20mm20 + XCQbmb
COm2 Mm2
- . Xeg, — Xe X
Xcgm2 = i Jb Im2 + my b
mMma2 mma2

Troghetsmoment och dess derivata m a p x=0 [kgm?] [kgm?/s]

I(1,1)m2 = I(1,1)mao + mbrgi
1(2,2)m2 = 1(2,2)ma20 + ™4~ +

3

m? 2
12p2Lm2r4 + meXCgmz,x

. . 2
I(l,l)mgzmg% )

. . ) . . .
1(2,2)me = ™2~ + 10y 4p§T§zr4 + 112Xy, .+ m2Xeg,s . Xoga
1(3,3)m2 = Im2(2,2)

Framdrivande kraft [N]:

2 2 2
PD - 5dy32y - 5dyszz

Fmy = 5dy52y

5dys2z
Den framdrivande gasens hastighet [m/s]:

Vgas2 = _Fm2/m2

(3.31)
(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

3.2.5 Body Huvudsyftet med detta avsnitt ar att berdkna missilens acceleration
och vinkelacceleraton utgaende fran totala krafter och moment. For att uppna detta
kopplas de olika motorerna samman med 6vriga kroppen. Har har vi tva motorer,
principiellt skulle det kunna vara fler, eller farre. Utéver motordata behdver man de

aerodynamiska krafterna och momenten.

Iso : kroppens troghetsmoment [kgm?]
Tegy - kroppens masscentrum [m]
mg  : kroppens massa [kg]
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Total massa [kg] och massfléde [kg/s]:

m = mg -+ Mmi~+ Mm2+Em (3.39)

Totalt masscentrum [m)]:

XchmB + Xcgmlmml + Xcgmzme

Xeg = - + €cg (3.41)
Total masscentrumhastighet [m/s]:
Rog = Zetmat Dppatos 2 (3.42)
XCgmlmM1:1XCQ'm,2mm,2 +écg :
Totalt troghetsmoment och dess derivata [kgm?] [kgm?/s]:
In=TIgo + Im1 + Im2 (3.43)
—(ngy + X&) Xeg, Xeg, Xeg, Xeg.
Icg = IO +m XngXng _(ngz + ngz) XngXng + €1 (344)
Xeg, Xeg. Xeg, Xeg. —(X&, +X&,)
jcg = jml + jm2 . . . . . .
—2(Xeg, Xeg, + Xeg. Xeg.)  Xeg, Xeg, + Xeg, Xeg, Xeg, Xeg. + Xeg. Xeg,
+m Xeg, Xeg, + Xeg, Xeg, —2(Xeg, Xeg, + Xcg, Xeg, ) Xeg, Xeg. + Xeg. Xeg,
Xog, Xeg. + Xog. Xog, Xog, Xeg. + Xog. Xog, —2(Xeg, Xeg, + Xeg, Xeg, )
*(ngy + Xczgz) Xeg, Xeg, Xeg, Xeg.
+m Xeg, Xeg, _(XCQQI + ngz) Xog, Xeg.
Xeg, Xeg. Xeg, Xeg. —(X&, + ngy)
(3.45)
Avstand mellan masscentrum och dysa [m]:
Ay = Tdys1 — Tcg
Ay = Tdys2 — Tcg
Dysmoment [Nm]:
2
rd%ﬂ + A%y + A%Z , *Alely —A1xAiz
Xl = 7A1XA1)/ %%51 + A%X + A%Z ) 7A1yA12
~Andr —AyA AL A
X5 p s s som ovan.
Moo — —1 (Xiw + A1 X Vgast) — mhe(Xow + Ag X Vgas2)  (a) (3.46)
dys —lelw + Al X le — mngw + AQ X Fmg (b) ’
Vinkelacceleration [rad/s?]:
b = Iog' (Ma — Mays — Iegw — w X (Iegw) (3.47)
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Acceleration i kroppsfast system [m/s?]:

FA*m(Vgasl+Vgas2+2w>< mdy572).(69)7m q
g (a)
a m 3.48
b { FA+F%1+Fm2 + b (b) ( )
Acceleration i fix referensram [m/s?]:
(skall anvindas for att integrera fram hastigheten)
Afix = ap — W X V (3.49)

3.2.6 Kinematik Huvudsyftet med detta avsnitt ar att rdkna ut hastighet och
lage i jordfast system (ground). Hir rdknar man ut hastighet i kroppsfast system och
vinkelhastighet.

Vinkelhastighetsvektorn w’s komponenter kan beteknas (wy,wy,w;) eller (p,q,r).

Hastighet i kroppsfast system [m/s]:
vp = Vg + /afixdt (3.50)
Vinkelhastighet [rad/s]:
w = wo + /wdt (3.51)

For att transformera fran kroppsfast till jordfast system skapas en transforma-
tionsmatris endera via quaternioner eller eulervinklar. Ekvationerna for bada forfa-
ringssétten samt omvandling mellan dem finns beskrivna nedan.

Quaternioner [-]:
e = Jg/—1.0=0 (3.52)
—€ —Wx —Wy —Wz
. 1 wyx ~— —€ Wz —Wy
T = 9 wy —wz; —€ Wy q (3.53)
Wz C(Jy —Wx —€
¢ = @+ / ddt (3.54)
Quaternioner till euler [rad]:
P
0 = —arcsin(2(g2g4 — q143)) (3.55)
P arctan 2(4203+9194)

ai+a3—93—q;

Euler till quaternioner [-]:

cos § cos g cos% + sin £ sin g sin %
o Sin%cosgcos% —cosgsingsin% (3.56)
1= sin%cosgsin%—&—cos%sin%cos% '
0 @iy 8 gy [} 8 in ¥
Sin b Sin 5 COS 5 + cos bl COS 3 Sin 5
Eulervinklar och dessas derivator [rad] [rad/s]:
{ﬁ 1 sin¢gtanf cos¢tanb wWx
0 = 0 cos ¢ —sin¢ wy (3.57)
Y sin @ cos @
¢ 0 cos 0 cos B Wz
) bo pdt
0 = 6y + / odt (3.58)
(] 2N Wdt
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Koordinattransformationer [-]:

Gd+a-a¢G -4 20— ) 2(q294 + q193)
Thag = 20qpe+qa)  d-G+a - 20— )
2(q2q4 — q143) 20qsqa+ (12) G -2 —E+qd

s — sin By spsbc) — copsy  cosbeyp + spsy
Thog = { . _ cos } = | cOsyp spslsy) + cpch  cpsbsyp — spc
o —s0 s¢ch coch
Hastighet i jordfast system [m/s]:
/Ug = szgvb

Ligeskoordinater i jordfast system [m)]:

x:onr/vgdt

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

3.2.7 Sensorer I detta avsnitt beskrivs ekvationerna for en accelerometer och ett
gyro inklusive nagra vanliga storningar. Observera att ekvationerna bara giller en
sensor och dirfér maste upprepa om man t ex vill anvinda flera accelerometrar. En

“ren” x-accelerometer har diracc = [1,0, 0]

diracc  : accelerometerns méitriktning [—]
dirgyro : gyrots métriktning []
Tacc : accelerometerns position [m]

Accelerometer [m/s?]:

(Acex — gx)dirace,
Accace = | (Accy — gy)dirace,

(Acey — g7)diracc,
—(W X racc +w X (W X Tace)) — (2(w X deg) + feg)
+Biasaee + Notseace

Gyro [rad/s]:

wxdirgyrom
Wgyro — wylegyroy —+ BiCngyro —+ Noisegyro
wzdiTgyro,

(3.63)

(3.64)

3.2.8 Servo I detta avsnitt beskrivs servot som en overforingsfunktion. Detta &r
en mycket vanlig forenkling som fungerar tillrackligt bra i de flesta applikationer.
Vid behov kan modellen byggas ut till att innehalla olika begransningar, glapp och

storningar.

Kommenderade rodervinklar (x-konfig) [rad]:

51k:5a*5r+5e
52k:5a_5r_5e
53k:5a+6r_5e
54k:5a+5r+5e

Utstyrd rodervinkel hos servot [rad]:
1 5 1
~ Kk ~
1+ Zag4 L2 " 14 gos

2
Wo
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3.2.9 Inmiitning Aven om det mest naturliga hir ir nagon form av radarmalss-
kare sa finns det manga olika metoder att méta in en missil t ex:

Malsokare:
Aktivradar

Passivradar
IR

Markinmétning:
Markradar
Laserinmétning
Bild

I det foljande antas ideala inmétare.

3.3 Forenklingar

Foljande forenklingar gors i Mapleimplementationen beskriven i kapitel 5.

Roderservot utgar. Transformation mellan (d1, d2, d3,d4) och (0y, Je, d4) utesluts.
Ingen dysstyrning.

Totala masscentrum ligger pa x-axeln.

Dysornas angerppspunkt ligger pa x-axeln

3.3.1 Omgivning Enligt kap ([3.2.1)).

3.3.2 Aerodynamik Ekvation ([3.12) bortfaller.

Anmérkning 1:
For en icke symmetrisk robot som anvénder “bank to turn” giller idealt att =0
dérfor sétts:

Cc =0
Ce, =0
Cn =0
Cny =0
Cn. =0

r

Anmaérkning 2: Normalt definieras snedanblasningsvinkeln § enl ekv men for
symmetriska missiler anvinds ofta foljande definition: § = arctan x—y

Anmérkning 3:
Om vi har en symmetrisk robot och ﬁ/ definieras enl ovan géller foljande:

Cn =Cn(Mach,o,) =  Cc(Mach, o)
Cns; = Cng(Mach) = Ccs(Mach)
Cn =Cnh(Mach,a, 5/) =— Cm(Mach, g, «@)
Cns; = Cn;(Mach) =— Cm,;(Mach)
Cn, =Chn, (Mach) = Cm,(Mach)
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3.3.3 Motorl (Krutmotor) Berdkna i med hjilp av en normerad tabell som
anger drivkraftkurvans form. Denna tabell skalas till rédtt niva m h a specifikimpuls,
krutets massa och brinntiden.

Masscentrum for krutet sammanfaller med den for “motorskalet” under hela brinn-
tiden dvs Xcg, = Xeg,,, 0ch Xcg, = 0. Detta medfor att:

ekvation => Xecg,, = Xegmo

ekvation => Xcgm =0

ekvation => I =1In +kimg+ kgmﬁ ~ Im1 + k1mk
ekvation => I = kv + 2komyrn =~ kymn

I denna missil anvéinds roderstyrning och inte dysstyrning,
dvs days, = ddys, = 0 detta medfor att:

Po
ekvation (3.25) => F = 0
0

3.3.4 Motor2 (SOFRammotor) Hir &r i tabellerad.

3.3.5 Body Masscentrum ligger pa robotens x-axel dvs X¢g, = X¢g, = 0 detta
ger:

0 0 0
ekvation (3.44) => Igg=Ip+m| O —ngw 0 + &y
0 0 —ngm
ekvation (3.45) =>
0 0 0
0 0 —2Xcg, Xeg,
0 0 0
m| 0O —ngx 0
0 0 —ngm

Dysornas angreppspunkt ligger pa x-axeln dvs Ay = A, = 0:

riys
T 0
ekvation (3.2.5) => X = 0 A2 0
0 0 Tdws 1 A2

Ekvation a och b ar ekvivalenta varfér man véljer den man kidnner sig mest
konfortabel med.

Ekvation b ar nagot forenklad jamfort med a men i de flesta tillimpningar
ar b tillrdckligt noggrann. I Mapleimplementationen beskriven i kapitel 5 anvénds b..

3.3.6 Kinematik Man viljer ofta mellan att anviinda quaternioner eller euler-
vinklar for att berdkna transformationsmatrisen body2ground. Quaternionerna ger
ett tillstand extra men saknar singulédra punkter varfor dessa bor anvindas.

Héar anvinder vi alltsa ekvation (3.52)), (3.53)), (3.54), (3.55), (3.59) samt (3.61))
och (3.62)
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Anmérkning 1. Ekvation (3.55)) dvs berdkning av eulervinklar behdver inte goras,
men man vill oftast ha en uppfattning om dem, varfor de &ndé bor berdknas.

Anmérkning 2. Eftersom man dnda ridknar ut eulervinklarna kan man vélja ekva-

tion (3.60) i stillet for (3.59) att rikna ut transformationsmatrisen.

3.3.7 Sensorer Anvind ideala sensorer fast med brus och eventuell bias dvs
Accelerometrar:

ACCacc,; = ACCi + B'l:aSacci + Noiseacci
Gyron:
Wgyro; = Wi + Biasgyro, + Noisegyro,

3.3.8 Servo Ekvation (3.65)) bortfaller.
Idealt servo anviinds, dvs ekvation (3.66]) blir § = dx

3.4 Indata till modellen

3.4.1 Omgivning Initieringsdata:

Start hojd  : béarande flygplans hojd = -z [m)]
g :9.81 [m/s?]
marktemp : 15 [grader]

3.4.2 Aerodynamik Dessa data anvinds till aerodynamiken:

d 10203 [m]
Tref 2.0 [m]
CTaT. : 0.0 [—]
CTJe :0.0 [7]
CTéa :0.0 [—]
Cc : 0.0 [—]
Ccé :0.0 [—]
Cnh :0.0 -]
Cnhs :0.0 -]
Ch, :0.0 -]
Cn, :6 [-] (home made)
Cm, :—50 [-] (home made)
Cm, :—1000 [-] (home made)
C : 0 [-] (home made)
G, :6 [-] (home made)
G, :-20 [-] (home made)

Ct > 1.2 approximeras med foljande uttryck:
Cr =1.642+2.0-10"°Hojd — 0.808 Mach + 0.179Mach? + 0.0143Mach®  (3.67)
CN approximeras med foljande uttryck:

Cn = 0.082 — 0.13Mach + 0.019M ach? + «(0.65 — 0.15M ach + 0.02M ach?)
(3.68)
Cm approximeras med foljande uttryck:

Cm = 0.11 + 0.06 Mach — 0.009M ach? + «(—3.52 + 1.89Mach — 0.3Mach?)
(3.69)
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Mach | hojd =0 hojd = 11 km | home made
0.00 0.360 0.38 X
0.50 0.360 0.38 X
0.95 0.460 0.48 X
1.00 0.820 0.84 X
1.20 0.820 0.84 X
1.93 0.634 0.662
2.15 0.572 0.595
2.51 0.496 0.519
3.06 0.409 0.432
3.66 0.346 0.363
Tabell 3.1: Ct [-]

Mach | a =0 a =10 | home made

0.00 -0.0700  4.7000 X

1.50 -0.0700  4.7000 X

1.93 -0.0841 4.2712

2.15 -0.1028  4.0914

2.51 -0.1187  3.9269

3.06 -0.1352  3.7751

3.66 -0.1278  3.6028

Tabell 3.2: Cn [-]

Mach | «a =0 « =10 | home made

0.00 0.18 -13.7 X

1.50 0.18 -13.7 X

1.93 0.18 -9.16 X

2.15 0.20 -7.75 X

2.51 0.20 -6.46 X

3.06 0.20 -5.49 X

3.66 0.20 -5.42 X

Tabell 3.3: Cm []

3.4.3 Motorl (Krutmotor) Motorns massa skall initieras till skalets massa +

bréinslets massa dvs:

mm1(0) = mmio + mko
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Figur 3.2: Ot (Mach,h&jd), data enligt tabell [3.1] samt ekvation (3.67))

0.2 6

0.1

2 3 4
-0.05
-0.1 ‘= .

(a) Cn(Mach,a=0), data en-

Cn (Mach,a=10grader),

ligt tabell [B:2] samt ekva- data enligt tabell [3:2] samt
tion (3.68)) ekvation ([3.68)

Figur 3.3: Cn for tva fall

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

(a) Cm(Mach,a=0), data en-
ligt tabell [33] samt ekva-

tion vation
Figur 3.4: Cm

Foljande data galler fér boostern:
mko :53.0 [kg] mMmio
Isp : 2130.0 [Ns/kg}
to : 0.0 [S] ty

’ . 1 t: [to..to + tb] .
Po(t) ’ { 0 annars -]
I(l,l)mlo :0.07 [kgm I(2,2)m20
Pk : 1500.0 [kg/m?3]
L :1.2 [m]
r :0.09 [m]
xcgmlo . (2.87 0, 0) [m] xcgk
Tdys1 : (3.5,0,0) [m] Tdys1

(b) Cm(Mach,a=10grader),
data enligt tabell [3.3]samt ek-

:9.5 [kg]

: 3.0 [s]

: 180.0 [kgm?)

£ (2.8,0,0)  [m]
0.09 [m]
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3.4.4 Motor2 (SOFRammotor) Foljande forhallanden maste vara uppfylda for

Mach :]2.12..4.00] ]

(-
hojd  : [0..11000] [m]
att rammotorn skall fungera v = 1 endast om:{ ¢ :[to+tp +0.5..t(mp =0)]  [9]
! : [0. 10] [grader]
B =1 lgrader]

Om motorn slocknat, kan den inte tdndas igen, dvs -y kan inte sla om till 1 igen
om den varit 1 nagon gang tidigare.

Motorns massa skall initieras till skalets massa + branslets massa d v s:

mm2(0) = Mma0 + Mo

Nér motorn brunnit ut ger den ett tilliggsmotstand:

Cr,,, :-015 [-]
Foljande data géller for motorn:
hojd = Okm hojd = 11km
=04 o=10 =04 o=10

Mach | a=0 a=10|a=0 a«a=10|a=0 a=10|a=0 a=10
1.93 0.6829 1.1275 | 1.4655 2.0623 | 0.9109 1.3999 | 1.8396 2.5094
2.15 0.5726 0.9785 | 1.2627 1.8067 | 0.7742 1.2201 | 1.5956 2.2061
2.51 0.4237 0.7879 | 0.9935 1.4872 | 0.5913 0.9934 | 1.2739 1.8311
3.06 0.2587 0.5851 | 0.6956 1.1523 | 0.3892 0.7540 | 0.9189 1.4412
3.66 0.1390 0.4355 | 0.4711 0.9006 | 0.2381 0.5736 | 0.6509 1.1506

Tabell 3.4: Po [N]

héjd = Okm héjd = 11km

Mach | a =0 a=10 | a=0 «a=10
1.93 6.5861 7.8586 | 1.6960 2.0233
2.15 7.3186 8.7712 | 1.8844  2.2584
2.51 8.4752 10.3786 | 2.1822 2.6732
3.06 10.1915 13.1819 | 2.6241  3.3939
3.66 12.0142 16.7056 | 3.0934 4.3010

Tabell 3.5: 1 [kg/s]

Pp kan hjalpligt approximeras med féljande uttryck:

Pp = (8.1 + 0.38a)(1.34 4+ 0.00003H 05d)(0.0525 — 0.0215Mach + 0.00255M ach?)(1.2 + 5¢)
(3.70)

mm approximeras med foljande uttryck:

1 = (1.9 — 0.0l + 0.023aMach)(1.27 — 0.000085 Hojd)(0.57 + 1.05Mach — 0.04Mach?)
(3.71)
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Wiy

Figur 3.5: Po(Mach,hojd,¢,«), data enligt tabell samt ekvation ([3.70)

15
12.5
10//

I
.

2.5 3 3.5

Tk

1.

Figur 3.6: h(Mach,hojd,«), data enligt tabell samt ekvation ([3.71)

FuelAirRatio :14.21 -]

Mo 1175 [kg]
mMm20 : 10.0 [kg]
Xmg 1 1.4 [m}

L :0.700 [m]
Togoan £ (1.6,0,0) [m]
Teg, £ (1.6,0,0) [m]
Tdys2 :(3.5,0,0) [m]
Tdys2 : 0.09% [m]
I(1,1)ma2o :0.07 [kgm?
1(2,2)ma0 : 180.0 [kgm?]
r £0.09 (m]

Pb : 1500.0 [kg/m?]

3.4.5 Body Foljande data giller kroppen (motorerna bortriknade):

mg :123.5 [kg]
Tegp :(1.9,0,0) [m]
I(1,1)go :0.86 [kgm?]
1(2,2)80 :187.0 [kgm?]
Udys :0 [m/s]

3.4.6 Dynamik Initieringsdata:
v : bdarande flygplans fart
wq : barande flygplans vinkelhastighet
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3.4.7 Kinematik Initieringsdata:
qo : sétt in biarande flygplans eulervinklar i ekvation (3.56)
xo : barande flygplans position

3.4.8 Sensorer Inga indata

3.4.9 Servo Inga indata
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4. Loop shaping

Loop shaping ar en vanlig metod som anvinds frekvent inom industrin for att designa
styrsystem till missiler.(Det kan liknas vid ett bandpassfiler ddr man slépper igenom
signaler inom det nyttiga frekvensomradet och filtrerar bort sa mycket som mojligt
av den signal som ligger utanfor da detta kan betraktas som brus/stérningar.)

Utgéende fran momentekvationerna kan man rékna ut éverforingsfunktionen fran
rodervinkel till vinkelhastighet. Parametrarna i éverforingsfunktionen tabelleras och
anvinds dels for att modellera en linjariserad modell 6ver missilen och dels for att
“forkorta bort” de starkt varierande delarna sa att man sedan kan klara sig med ett
enklare styrsystem.

Vanligen tabelleras parametrarna som funktion av tid, hojd och fart, eller mot-
svarande. Eftersom aerodynamiken ofta &r starkt beroende av « och 3 sa borde de
igentligen ingé, men dessa vinklar ar bade svara att méita och osikra att estimera sa
tyvérr ar de for osdkra for att anvdndas som styrvariabler.

Utgaende fran missilens 6verforingsfunktion bestimmer man hur man skall forma
styrfiltren for att totala systemets overforingsfunktion skall bli “sa bra som mojligt”.
Har tittar man pa Bode- och/eller Nicholsdiagram och bedémer fasmarginal, amp-
litudmarginal (tillrdckligt stabil), undertryckning av amplitudtoppar i slutna loopen
inom 6nskat frekvensomrade (signaler med olika frekvens ger lika stort bidrag till
totalsignalen) utan att fa for lag forstirkning (dalig mandvrerbarhet). Styrfiltrets fre-
kvensspann skall ldggas sa att sa mycket som mdjligt av den nyttiga signalen slapps
igenom samtidigt som sa mycket som mdojligt av bruset filtreras bort. Dessutom kan
man behéva rdkna brusintegraler E| i kritiska punkter i loopen for att t ex inte ett
servo skall 6verstyras.

Iskicka in vitt brus i systemet och rikna ut integralen av bruset inom aktuellt frekvensomrade
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4.1 Linjariserad rolldynamik

Utgéende fran momentekvationerna kan man rikna ut 6verforingsfunktionen fran ro-
dervinkel till rollvinkelhastighet, denna 6verféringsfunktion &ar for rollsystemet relativt
enkel (forsta ordningens filter). Efter att man som del i styrsystemet har “forkortat
bort” de starkt varierande delarna sa kan man klara sig med ett enklare tidskonstant
styrsystem.

I detta styrsysten styrs rollvinkeln till 6nskad referens, kommenderad rollvinkel,
utan krav pa rollvinkelhastigheten. I praktiken maste vinkelhastigheten begréinsas.
Styrsystemet dimensioneras sa att missilen intar énskad rollvinkel sa fort som majligt
utan att vinkelhastigheten 6verstiger specificerat virde, (Gyrot méittas vid nagon
hastighet), och utan att systemet blir instabilt (svingigt). Prestanda for systemet
kan forbattras visentligt genom att begrinsa A¢, se Figure 4.1

Roderservo Robotdynamik Gyro
o ]
1 Ka M
1
1+%Ss +Ls2 1+Tas
s o€ | rodervinkel rollvinkelhas
Brusfilter
Styrfilter
1
Kp [ S
I P
B A ) 1 @ wg
1+Tas e (] s
kommenderad N
rodervinkel Ka ] ¢

Ap kommenderad
Kp @ rollvinkel

Figur 4.1: Blockdiagram oOver rollsystemet inklusive styrfilter

Overforingsfunktion fran kommenderat roder till rollvinkelhastighet:

Ka

¢= 1—|—Ta55 (41)

Parametrarna i 6verforingsfunktionerna ovan &r variabla och rédknas ut pa foéljande
satt:

2VC|5
K,=— 4.2
a=—"acn (4.2)
2V Iy
Top=——%_ 4,
a qu2C|p ( 3)
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4.2 Linjiriserad tippdynamik

Utgaende fran momentekvationerna kan man rédkna ut overforingsfunktionen fran
rodervinkel till tippvinkelhastighet.

I detta exempel ar det héjdvinkeln som &r métsignalen. Har forkortas egenforstéark-
ningen, K, samt hastighet och avstand bort. Trots detta maste styrsystemfiltrena
vara variabla, pa samma sétt som parametrarna i dynamiken. Dvs alla K, w och (
i Figur varierar med tid, hojd och fart.

For att dimpa egensvingningarna kan man gora en gyroaterkoppling (via 6) eller
anvinda ett notchfilter [

Robotdynamik

Roderservo
5 N Py . . 2 oy
1 Ko (1+Tos)s | © L L y z . .
V [
1+ 289+ 1 ™1+ 284+ 1 52*’** > = E
Ws wé w | wf s 1+Toss s R
rodervinkel vinkel acc  vinkelhast ~ banvinkel acceleration position
hastighet
Styrfilter
Tidsfordrojning (= Td's) Yy
A
5 R
k
LTA2s e | filter A /D
1+Td/2 s kommenderad KoV \
rodervinkel
Mal

Figur 4.2: Blockdiagram &ver linjariserad tippdynamik

Notchfilter Leadfilter
2C 1 1
N 2| 4 1 N
1+ S+ S 1+ s 1+ —s
Y W w2 wl K R
oy o W, wf w3 KoV

Figur 4.3: Blockdiagram over styrsystemet i tipp. w1 & we << w3 << wp, WN & Wo,
CNT > Cos Cnn A 10CNT

Overféringsfunktion fran roder till tippvinkelhastighet:

K()(l + T()S)

=" (4.4)
2¢,S 2
1+ 38+ 3—5
Overforingsfunktion fran tippvinkelhastighet till normalacceleration:
v
F=— 4.5
¥ 14 7¢s (4.5)

Parametrarna i 6verforingsfunktionerna ovan ar variabla och rdknas ut pa féljande
satt:

Egenfrekvens:

qSd Az qSd> Iy q¢S Po — ¢SCr
wo \/ Iy (Cma d CNC() (QVIy Cmq Iy)(mV Na + mv ) ( 6)

2Filter som bibehaller egenfrekvensen men &kar relativa dimpningen och dirmed undertrycker
resonanstoppen vid egenfrekvensen wyg.
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Forstarkning:

qu Cmé(qSCNa +Pp — qSCT) - qSCNB(CmO( - T%’Na)

Ko = 4.7
0 IymV w% (4.7)
Relativ ddmpning
Sd? I, SCrna+Pp—gSC
. __glivcmq_kﬁ_,_% (48)
0~ 2(4}0 ’
Svéngtidskonstant:
qSd Cms
= —— 4.9
7o I, Kow? (4.9)
CNa och Chg avser Cn och Cry’s derivata med avseende pa o dvs
Cn(a) — On(a — Aa)
= 4.1
CNa Ao (4.10)
och o o A
O = (@) = Cim(@ = Aa) (4.11)

A«
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5. Beriakningsprocess av robotmodell

Process for implementation och analys av robotmodellen kan betraktas i Fig. och
kommer att utforligare beskrivas i féljande avsnitt.

DATA AKTIVITET METOD
Robotekvationer Robotmodellering Maple
Resultat: Robotmodel |
i -k
Robotmoddl som Generering av C-kod EXMEX
dynamiskt system Resultat: C-kod
Cokod Generering av S-funktion Edit
Ko Resultat: S-funktion tor
S-funktion och Numerisk konstruktion Simulink
parametrar Resultat: Styralgoritm Nonlinear toolbox
- - 1

Figur 5.1: Berdkningsprocess av robotmodell

5.1 Implementation av robotmodell

Ekvationerna for robotmodellen implementeras i ett symboliskt berdkningsprogram.
I detta projekt har berdkningsprogrammet Maple anvéints for att hyfsa modellen och
transformera den till ett dynamiskt system pa standardform, se [L1]. Maple ér ett
symboliskt eller algebraiskt beridkningssystem som anvénds for att formulera, 16sa
och understka matematiska modeller samt symboliskt manipulera dessa. Genom att
anvianda Maple har robotmodellen blivit mer generell och lattoverskadlig samt enklare
att implementera, manipulera, &ndra och utvidga &n om modellen direkt kodats till
exempelvis C- eller Fortrankod.

Specifika indata for robotmodellen anges som parametrar och aerodata for mo-
dellen &r tabellerade métvéirden, fran vilka approximativa polynom bestdms, se kapi-
tel B42

De for modellen berdknade tillstandsvariablerna, X, presenteras i Ekv. .

T

X=(z y 2z g @1 ¢ ¢ wx wy wz ) (5.1)

5.2 Ekvationsgenerering av C-kod

I berdkningsprocessen fér robotmodellen anvinds exmex [9], for att generera C-kod
for robotmodellens ekvationer vilka dr implementerade i Maple.

Programmet exmex ar en kodgenereringsprocedur som ar implementerad som ett
Maplepaket for att kunna generera effektiv numerisk C-kod for system av ordinéra
differentialekvationer. Den kod som genereras av exmex ar konstruerad for att lankas

43



FOI-R--0326--SE

som externa funktioner till MATLAB och anropas pa samma séitt som andra funk-
tioner i MATLAB-miljén. Funktioner for anrop fran Simulink kan ocksa skrivas av
exmex.

5.3 Generering av S-funktion

Utifran den genererade C-koden for robotmodellen konstrueras en S-funktion, vilken
skrivs i C-kod for det dynamiska systemet i syfte att konstruera egna funktioner i
Simulink. S-funktionen anvinds vid konstruktion av blockschema i Simulink och goér
det mgjligt att anvinda Simulink som analysverktyg.

5.4 Numerisk modellanalys och resultat

Ett blockschema fér modellen konstrueras i Simulink tillsammans med ett ickelinjért
syntesverktyg (Nonlinear Synthesis Tools) vilken majliggor en relativt snabb konstruk-
tion av ickelinjéra styrlagar. Blockschemat i Simulink ser principiellt ut enligt Fig.
(.2l Konstruerad styralgoritm implementeras i robotmodellen och testas.

Y

X -
g Robot
[ Reguiaor |— -
u

Figur 5.2: Blockschema i Simulink fér numerisk konstruktion av styralgoritm

5.5 MATLAB

MATLAB (Matrix Laboratory) ar ett interaktivt program for numerisk beridkning
och datavisualisering, se [13]. MATLAB é&r byggt pa sofistikerad matrismjukvara for
att analysera linjdra ekvationssystem.

5.6 Simulink

Simulink &r en utvidgning av MATLAB och anviinds fér att modellera, simulera och
analysera fysikaliska och matematiska system och anvinder blockdiagram fér mo-
dellkonstruktion samt innehaller bibliotek med linjdra och ickelinjdra komponenter,
se [12]. modellsimulering sker numerskt och kan postprocessas.

5.7 Nonlinear Synthesis Tools

Nonlinear Synthesis Tools bestar av MATLAB-funktioner som mojliggor snabb kon-
struktion av ickelinjira styrlagar, se [15]. Denna anvéndes tillsammans med Simulink
for att konstruera styralgoritm till robotmodellen samt for att utvirdera de olika
ickelinjédra metoderna i toolboxen.
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6. Utvardering av Nonlinear Synthesis Tools

Inom ramen for projektet Optimering av robotprestanda har ett programpaket avsett
for design av ickelinjéra regulatorer utvirderats.

6.1 Programvaran

Nonlinear Synthesis Tools (NST) #r ett program utvecklat for design av ickelinji-
ra regulatorer for dynamiska system. NST &r ett tilligg (en s.k. toolbox) utvecklat
av foretaget Optimal Synthesis Inc (www.optisyn.com) till simuleringsmiljén MAT-
LAB/Simulink (www.mathworks.com). Programpaketet &r beskrivet i detalj i [15].
NST bygger pa principen att den designade regulatorn numeriskt utvirdera det giv-
na systemet och utifran detta berdkna en lamplig styrsignal. Resultatet av en syntes
med hjilp av NST &r alltsa inte en explicit styrlag pa sluten form, utan en numerisk
algoritm som beror pa den valda design metodiken. NST tillhandahaller fem olika
designmetodiker som sinsemellan bygger pa olika reglerprinciper:

e Quickest Descent Method

Predictive Control

State-Dependent Riccati Equation Method

Recursive Backstepping Method

Feedback Linearization Method

De olika designmetodikerna #r beskrivna mera i detalj i referens [19], [10], [2],
[18] och [7].

Ett givet dynamiskt system som skall regleras maste vara modellerat matematiskt
pa en given form for att NST skall kunna anvindas:

i:f(t,x)+g(t,:c)u (61)

Som synes maste systemet vara linjért i insignalen wu, dvs. systemet skall vara
affint. Den matematiska modellen av systemet implementeras sedan som ett blockdi-
agram i Simulink, alternativt som en C- eller FORTRAN mex-funktion. I Figur [6.1
ses implementationen av ett typiskt system.

Givet att systemet dr modellerat pa den form som NST foreskriver sa kommer
designprocessen att besta av féljande steg:

e Val av designmetod. Beroende pa det specifika problem som &r fér handen sa
kommer de (fem) olika designmetoderna att resultera i olika bra regulatorer.
Det som avgor valet av designmetod &r i huvudsak problemets struktur, dvs.
utseendet pa differentialekvationerna.

e Anvind det grafiska grinssnittet for att skapa en MATLAB m-fil som imple-
menterar den valda designmetodiken i modellen. Har specificeras vilket system
som skall regleras samt antalet in- och utsignaler. Grinssnittet visas i Figur[6.2],
dér metoden Feedback Linearization vald, samt att det ospecificerade systemet
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P [edot_ex_roesslerd —p

] - sdot
- L S-Funetion

Figur 6.1: Simulinkmodell av Rosslers system.

har tva tillstand och en insignal. I grinssnittet maste man dven sitta olika
designparametrar, vilka beror pa den valda designmetoden.

e Den resulterande m-filen, hir output.m, implementeras i en Simulinkmodell dér
den gjorda designen kan utvirderas. Ett exempel pa en sadan modell kan ses i

Figur [6.3]

ar Synthesis Tools

Figur 6.2: Gréanssnitt till NST.

6.2 Testfall

NST innehaller ett antal olika demonstrationssystem som pa ett mycket féredémligt
sitt lotsar en ny anvindare igenom programmet. De olika designfallen belyser bade
olika designmetodiker samt principiellt olika typer av system. For att till fullo kunna
utvirdera programmet skapades dock ett alldeles eget dynamiskt system, for att kun-
na testa hela kedjan ifrdn implementering, via design till utvirdering av den gjorda
designen.

I syfte att fa ett enkelt, men samtidigt ett utmanande dynamiskt system, valdes ett
Rossler-system. Systemet beskrivs av tre ordinéra ickelinjara differentialekvationer,
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S-Function2 1
et input

Figur 6.3: Modell av Rosslers system med aterkoppling.

se ekvation (6.2]).

T=—y—=z
y=x+ay (6.2)
Z=b+(x—0)z

Om parametrarna a, b och ¢ viljs pa ett lAmpligt sétt, 7 sitt sa kommer
systemet att beskriva oscillationer kring en jamviktspunkt.

a=0
b=2 (6.3)
c=4

07 B ol e
: o — \
06 o é\ﬁ
05 Q‘\ (\ \@?) i
: S
04- R /://
03 \ o
02 e '
01| . y
o 04

\ / /o.z

08\/

Figur 6.4: Simulering av det 6ppna systemet.
Systemet har dock ingen insignal, och kommer didrmed inte att vara styrbart. Sy-

stemet har darfor augmenterats med en insignal v, samt ytterligare en tillstandsvaria-
bel e dér referenssignalen introduceras. Det resulterande systemet, med in- respektive
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referenssignal &r givet i ekvation (6.4]). Trajektorian for systemet kan ses i figur 4.

T=—-y—z+u
y=x
2=24 (v —4)z (6.4)
e=2c—T

Malet for designen valdes till att med hjélp av designmetoden Recursive Backstep-
ping konstruera en regulator som driver tillstandet till jamviktspunkten. Resultatet
kan ses i Figur [6.5], dir man kan notera att regulatordesignen lyckades for de forsta
tva tillstandsvariablerna x och y men fallerade for det tredje, z. Orsaken till detta
ar att den valda metodiken kriver att systemet dr pa s.k. triangulér form, vilket inte
for det aktuella systemet dr fallet. Nagot ytterligare forsok med nagon annan, battre
lampad, designmetodik har inte gjorts.

6.3 Resultat

Designprocessen ar tdmligen automatiserad och rattfram och det grafiska grinssnit-
tet ger ett bra stod. Dokumentationen samt de medféljande exemplen ger ocksa en
utmérkt introduktion till programmet och designprocessen. Dock kravs, som alltid,
en relativt god insikt i de olika for- och nackdelar som de olika designmetoderna har
for att kunna gora en lyckad design for ett specifikt system.

Nagra slutsatser om hur anvindbart programmet &r for reglerdesign for mera
komplexa system kan inte dras baserat pa denna studie. Dock verkar programvaran
definitivt vara lampligt for konceptstudier.

Ré&ssler with and without controller
15 T T T

0.5

state varables
&
()]
:
.

“A5F 2 N

25 L L L L
0 5 10 15 20 25

time [s]

Figur 6.5: Rosslers system med och utan aterkoppling.
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