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1. Inledning

Denna rapport ämnar ge en kort introduktion till två olika algoritmer för transformation av
multispektrala data; principalkomponenttransformation (PC-transformation) och kanonisk
diskriminantanalys (KD-analys) [1-4]. Dessa metoder förekommer ofta inom multi- och
hyperspektral fjärranalys av bilddata, framförallt för att kunna välja ut de viktigaste delarna av
spektraldata med optimal klassificering, vilket även kan ses som en typ av datakomprimering för
att ta bort redundanta data.

Vid multispektral fjärranalys används ett tiotal spektralband medan upp till några hundra kan
förekomma vid hyperspektral fjärranalys. Intensitetsvärdet för en viss pixel i en bild inom ett visst
spektralt intervall eller band kan beskrivas av ett vektorvärde i ett vektorrum. Detta vektorrum har
lika många axlar eller dimensioner som det finns spektrala komponenter eller band för varje pixel.
Matematiskt finns i princip ingen gräns för antalet dimensioner man kan hantera, medan dock t. ex.
transmissionslänken mellan en fjärranalys-satellit och dess mottagarcentral på jorden har en
begränsad bandbredd, eller hårddiskutrymmet som data lagras på är begränsat. Om man vill
presentera data visuellt är vi begränsade till maximalt tre dimensioner. Sålunda finns det flera skäl
till att komprimera spektraldata.

För tillämpningen i denna rapport är huvudsyftet att utifrån en större spektral dimension välja ett
fåtal spektralband som bäst representerar eller klassificerar ett visst objekts spektrala signatur.
Dessa utvalda spektralband kan för en sensor realiseras i ett antal olika optiska filter.

2. Principalkomponenttransformation

PC-transformen är även känd som Hotelling-, Karhunen-Loève- och egenvektor-transform. Den är
i grunden en statistisk analys av bilddata där speciellt varians och korrelation av data analyseras.
Principalkomponenterna för en stokastisk multivarierande variabel är baserade på en linjär
transformation vilken ger icke-korrelerade variabler med successivt minskande varians.
Transformationen av data sker linjärt via rotation i vektorrummet (eller feature space) via en ny
uppsättning ortogonala basvektorer, d.v.s. principalkomponenterna. Sålunda reduceras
dimensionen av vektorrummet genom att framhäva spektralkomponenter med störst vikt. De med
minst vikt (redundanta data) kan tas bort, samtidigt som felet minimeras.

Betrakta en multispektral bildkub med N pixlar, med den spektrala vektorn xi utmed den 3:e
dimensionen i figur 1. Den spektrala dimensionen för xi är här lika med k. I ett 2-D vektorrum kan
spektralvektorerna illustreras som i figur 2.
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Figur 1. En multispektral bildkub med spektrala komponenter xi .
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Figur 2. Ett tvådimensionellt vektorrum med individuella pixelvektorer och medelvektorn m.

Medelvektorn m beräknas genom
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För att få ett mått på spridningen av data i vektorrummet beräknas kovariansmatrisen, Sx
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Diagonalelementen i Sx är variansen av data (per spektralband) medan övriga element i matrisen
beskriver korrelationen av data, där höga värden betyder stor korrelation medan låga värden
betyder liten korrelation. Jämför här med elementen ρij i korrelationsmatrisen

jjii

ij
ij υυ

υ
ρ = (3)

där νij är element i kovariansmatrisen, νii och νjj är variansen av i:te respektive j:te spektralbandens
data. Sålunda beskriver ρij korrelationen mellan band i och band j.

Idén är nu att transformera data från ett vektorrum med en viss korrelationsgrad till ett annat med
så låg korrelation som möjligt. Detta reducerar antalet nödvändiga dimensioner. Transformera från
vektorrummet x till vektorrummet y med operatorn Φ enligt

y = ΦΤ x (4)

där Φ är en matris med egenvektorer φ till Sx med egenvärden λ i matrisen Λ. Följande
egenvärdesproblem skall lösas,

Φ Λ = W Sx Φ (5) 

där W som är en diagonalmatris med viktkoefficienter eventuellt måste inkluderas för att nolla
områden i spektra där atmosfären absorberar kraftigt (denna nollning kan dock göras direkt i
spektrumet). I Matlab löser man egenvärdesproblemet enkelt genom kommandot eig eller eigs
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([Φ, Λ ]=eig(WSx) eller [Φ, Λ ]=eigs(WSx,n)), där n anger antalet önskade egenvektorer och
egenvärden). Principalaxlarna rangordnas efter storlek på egenvektorernas egenvärden, så att den
första principalaxeln vilken motsvaras av den första egenvektorn, har det största egenvärdet, o.s.v.
Transformen resulterar i att data (d.v.s. φ1x) utmed den 1:a principalaxeln (y1) uppvisar störst
varians, vilken successivt minskar för varje lägre rangordnad principalaxel.

I det nya vektorrummet y är data ej korrelerade i förhållande till principalaxlarna. Detta kan visas
genom att för kovariansmatrisen Sy för det nya rummet är elementen utanför diagonalen lika med
noll, d.v.s.
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där diagonalelementen λi är egenvärden för Sx. Figur 3 visar att spektralvektorerna i det nya
vektorrummet inte är korrelerade och att variansen för datamängden är störst utmed den första
principalaxeln.
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y-vektorrummet
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Figur 3. Illustration av ett modifierat koordinatsystem y i vilket pixelvektorerna har icke-
korrelerade komponenter.

Det medelkvadratiska felet R mellan x och y ges av
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vid valet av K basfunktioner av maximalt N stycken och med egenvärdena λ arrangerade i
avtagande storleksordning. Vi konstaterar således att om K=N så är felet lika med noll. Felet
minimeras genom att välja egenvektorer associerade med de största egenvärdena.

I figur 4 illustreras som exempel några olika egenvektorer rangordnade efter associerat egenvärde i
avtagande storleksordning. Några olika tolkningstips gällande egenvektorerna kan här nämnas
[3,4]. Viktig information finns i spektrum där värdet för egenvektorn avviker signifikant från noll.
Vidare kan nollgenomgångarna för egenvektorerna ofta vara bandkanter. Figur 4 visar även det
faktum att den första egenvektorn innehåller lågupplöst spektral information medan senare
egenvektorer innehåller allt mer högupplöst information.
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Egenvektor 1 Egenvektor 2

Egenvektor 3 Egenvektor 4

Våglängd (godtycklig skala) Våglängd (godtycklig skala)

Våglängd (godtycklig skala) Våglängd (godtycklig skala)

Figur 4. Exempel på egenvektorer rangordnade i storleksordning efter associerat egenvärde.

3. Kanonisk diskriminantanalys

Nackdelen med PC-transformen är dock att kovariansmatrisen Sx är global, d.v.s. oberoende av
individuella spektralklasser. Den kanoniska diskriminantanalysmetoden optimerar klasseparationen
[5], vilket illustreras i figur 5.
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Figur 5. Ett hypotetiskt 2-D vektorrum med två klasser som inte är separerade i varken de
ursprungliga spektralbanden eller i någon av principalaxlarna enligt figur a medan figur b visar
en axel erhållen från den kanoniska analysmetoden utmed vilken klasserna är separerade.

I KD-analysen opimeras variansen som råder mellan klasserna tillsammans med den som råder
inom klasserna på så sätt att följande kvot maximeras
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Följande två kovariansmatriser beräknas, Sw för inom klasser
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med L som antalet klasser, Ni antalet spektra i klass i, Ns är det totala antalet spektra inklusive
samtliga klasser och Si är kovariansmatrisen för klass i, och SA för mellan klasser,
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där mi är medelvektorn för klass i och m0 är den globala medelvektorn. Maximal klasseparering fås
nu genom att maximera kvoten
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där d är optimal projektionsriktning. Maximering fås genom

0=
∂
∂

d
λ

(12)

vilket kan reduceras till

0)( WA =⋅− dSS λ (13)

eller mera generellt skriver vi

0)( WA =⋅− DSΛS (14)

med Λ som en diagonalmatris med egenvärdena λ och D en matris med egenvektorer d. Vi söker
nu lösningen till denna generaliserade egenvärdesekvation. Detta löses i Matlab genom
[D,Λ]=eig(SA,SW) för SAD=SWΛD. Som ett sista steg normaliseras den kanoniska karaktäristiken i
förhållande till SW

DT SW D = I (15)

som skapar en sfärisk fördelning inom klasserna. Transformationen som ger maximal
klasseparering i ett vektorrum y är således
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y = DT x (16)

vilken kallas för en kanonisk diskriminantfunktion. Den första kanoniska axeln eller den första
kanoniska diskriminantfunktionen d1 (med det största egenvärdet), ger maximal diskriminering
mellan klasserna i förhållande till de andra kanoniska axlarna. Dessa diskriminantfunktioner är i
allmänhet inte ortogonala i förhållande till varandra. Vid beräkningen erhålles L-1 egenvektorer
med egenvärden >0.

4. Exempel, 3 klasser av syntetiska spektra

För att belysa skillnaden mellan PC- och KD-analysen exemplifieras metoderna med tre olika
klasser av syntetiska spektra, med 20 spektra i varje klass samplade inom 9 olika spektralband,
enligt figur 6.

Egenvektorer och egenvärden beräknas för PC-analysen (genom ekv. (1), (2) och (5)) och i figur 7a
ges de tre egenvektorerna som har de största egenvärdena (16, 4 och 3). Erhållna egenvektorerna
för KD-analysen (L-1 stycken) visas i figur 7b (genom ekv. (1), (2), (8)-(10), (14) och (15)).
Spektraldata transformeras för PC- och KD-analysen genom ekv. (4) respektive (15). Klassernas
fördelning i det så erhållna vektorrummet med PC-analysen visas i 2-D och 3-D i figur 8 och vi
konstaterar att maximal varians av data fås utmed den första principalaxeln. Resultatet av KD-
analysen i figur 9 visar att klasserna är tydligare separerade och mera sfäriskt fördelade jämfört
med resultaten i figur 8.

Figur 6. Spektra för de tre olika klasserna
X1, X2 och X3. Svart tjock linje är
medelspektrum för respektive klass.
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a b

Figur 7. Egenvektorerna med de tre största egenvärdena för PC-transformen tillsammans med
medelspektra för de tre klasserna visas i (a) medan (b) visar de två erhållna egenvektorerna från
KD-analysen.

a

b

Figur 8. Data transformerat med de av PC-analysen erhållna egenvektorerna φ1, φ2 och φ3 plottat i
2-D (a) och 3-D (b).

Figur 9. Data transformerat med de av KD-analysen erhållna egenvektorerna d1 och d2.
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