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1 Inledning.

Teknik och metoder som visat sig fungera val for malféljning av luftburna objekt
kan inte utan vidare anvandas vid malféljning av markmal. Nagra viktiga skillna-
der ar bl.a. féljande. Markmiljon ar ofta oregelbunden och kan férandras snabbt.
Manga typer av objekt som ror sig i markmiljo kan snabbt andra fart och riktning.
Objekt kan ofta utnyttja miljon for att forsvara sensorregistreringsmajligheterna.

| uppsatsen [11] analyserar forfattarna tva olika tekniker for markmalféljning,
namligen dels en teknik som grundar sig pa Kalmanfilterteori i kombination med
sa kallad interaktiv multipelmodellering (IMM), dels en teknik som grundar sig pa
teorin for sa kallade Hidden Markov Models, en klass av modeller som pa svens-
ka oftast kallas for Dolda Markovmodeller (DM-modeller). De slutsatser som dras
ar att DM-modeller & mer berakningskravande an Kalmanfilterteoribaserade mo-
deller men att & andra sidan DM-modeller pa ett smidigare sétt kan inkludera
terrangegenskaper, objektegenskaper och aven taktik och doktriner. Forfattarna
finner att Kalmanfilterteoribaserade modeller ar effektiva och robusta och antyder
att de resultat som de erhallit kan forbattras genom att vagegenskaper inkluderas i
modellen, men, skriver de, for att avgora hur detta ska géras kravs fortsatta studier.

| uppsatsen [1] gors ocksa jamforelser mellan Kalmanfilterteoribaserade mo-
deller och DM-modeller. Dessutom gors en simulering baserad pa en DM-modell.
| simuleringsmodellen finns en karta, ett vagnat i kartan, en Markovkedjemodell
for ett objekts rorelse, en stokastisk modell for att beskriva sensorobservationerna
och ocksa en stokastisk modell for att generera falskmal. Den DM-modell som
harigenom uppstar har sen implementerats och i detta ganska enkla exempel gett
ett gott simuleringsresultat.

Syftet med denna rapport ar tvafaldigt. Det forsta syftet ar att ge en generell
beskrivning av hur 1) markmalens rorelser kan beskrivas med hjalp av Markov-
processer, och 2) hur observationssystemen (ett eller flera) och deras observationer
tillsammans med markmalens rorelser kan beskrivas med hjalp av Dolda Markov-
processer. Det andra syftet ar att pavisa hur markmalféljningsmodeller baserade
pa Dolda Markovprocesser ocksa kan beskrivas med hjalp av Bayesianska nét.

Forhoppningen &ar att den allmanna beskrivning som gors i rapporten ska skapa
overblick, tydliggora samspelet mellan olika delar i en markmalféljningsmodell
och underlatta analys av vad olika antaganden, foérenklingar och approximationer
far for konsekvenser. Tanken bakom att pavisa sambandet med Bayesianska nat ar
att det ska tydliggora mojligheterna att anvéanda andra rorelsemodeller och obser-
vationssystemmodeller &n de som grundas pa normalférdelningsantaganden, eller
likformighetsantaganden, vilket ar vanligt inom Kalmanfilterteorin och partikel-
filterteorin.

Den allméanna beskrivning av markmalféljning som presenteras i denna rap-
port &r i sina huvuddrag inte ny. Exempelvis finns en likartad beskrivning i [7],
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Kap 10.

| korthet bestar var modellbeskrivning av 1) en Markovprocess (Markovked-
ja) som beskriver hur ett eller flera objekt ror sig, 2) sannolikhetsmatriser for att
beskriva hur observationerna beror pa markmalens tillstand (position, hastighet,
mm) 3) en sannolikhetsfunktion som bestammer vilket observationssystem vi ska
anvanda, om vi har flera att valja emellan, nar vi ska anvanda ett observationsssy-
stem, och var vi ska placera det, 4) en sannolikhetsfunktion for att bestdmma valet
av aktionssystem samt 5) en sannolikhetsfunktion for hur aktionssystemen paver-
kar objekten.

Som namnts ovan visar vi i rapporten det valkédnda faktumet att en modell
grundad pa en Dold Markovprocess kan beskrivas som ett Bayesianskt nat. Teorin
for Bayesianska nat har utvecklats under 90-talet och har méjliggjort modellering
av system med komplexa orsakssamband, beroende pa det faktum att beraknings-
tiden for uppdatering och “omsattning” av ny information i &ven komplexa system
kan ske pa relativt kort tid.

Upplaggningen av rapporten ar foljande. | avsnitt 2 beskriver vi en generell
Markovprocessmodell faettrorligt objekt, och i avsnitt 3 generaliserar vi model-
len till den situation da vi haitera samverkandsdrliga objekt.

| avsnitt 4 diskuterar vi observationssystem pa ett allméant plan och visar med
hjalp av Bayes sats en enkel formel for hur en sannolikhetsférdelning som beskri-
ver tillstdndet hos en Markovprocess vid ett visst 6gonblick kan uppdateras efter
att en observation har erhallits.

| avsnitt 5 presenterar vi en klass av stokastiska processer som kallas for Dol-
da Markovprocesser. Helt kort uttryckt bestar en Dold Markovprocess dels av en
Markovprocess, dels av ett observationssystem. | avsnitt 5 formulerar vi ocksa
nagra matematiska pastaenden rérande konvergens av sannolikhetsfordelningar.
En konsekvens av dessa matematiska resultat &r att om tva personer betraktar
samma process, och initialt halika situationsuppfattningar, men ar éverens om
sannolikheten for att erhalla en viss observation givet en viss situation, sa kommer
deras situationsuppfattning att alltmer dverensstdmma allteftersom nya observa-
tioner erhalles. Vi kallar dettkonsensusprincipen

| avsnitt 6 presenterar vi en klass av processer som vi kallar for “Dolda Mar-
kovprocesser med flera observationssystem”. Vi infor ocksa en valfunktion som
styr vilket observationssystem som valjs vid olika tidpunkter.

| avsnitt 7 infor vi begreppet Bayesianskt nat och visar hur saval den vanliga
Dolda Markovprocessen (ett observationssystem), som den Dolda Markovproces-
sen med flera observationssystem kan beskrivas som ett Bayesianskt nat. Forde-
len med att anvdnda Bayesianska nat for modellering ar att ny information om
den process som studeras snabbt kan distribueras i natet. Bayesianska nat ar - i
princip - berakningsvénliga, och det finns flera mjukvarusystem for Bayesianska
nat. | avsnitt 8 diskuteras helt kort mdjligheterna att med hjalp av Bayesianska nat
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bestamma maximumsannolikheter for fordelningsfunktioner som omfattar flera
tidssteg.

| avsnitt 9 utvidgar vi var beskrivning av markmalféljning ytterligare. Foru-
tom de tidigare inférda observationssystemen infor vi nu aven aktionssystem med
vars hjalp vi kan paverka markfordonens rorelse och éverlevnad. Dessutom infor
vi en persons omvarldsuppfattning som en storhet som paverkar olika valfunk-
tioner. Vidare infor vi vader och miljodata, som en tillstandsvariabel i modellen,
varigenom vi kan tydliggora ett observationssystems beroende av vadersituatio-
nen. Slutligen infor vi i avsnitt 9 aven mojligheten att erhdlla extern information
om markfordonens rorelse. Extern observation kan ses som ett observationssy-
stem som vi inte kontrollerar. Vi avslutar avsnitt 9 med att &ven beskriva denna
generaliserade modell som ett Bayesianskt nat.

| avsnitt 10 betraktar vi en enkel modell inom Kalmanfilterteorin och pavisar
med hjdlp av detta enkla exempel sambandet mellan Kalmanfilterteoribaserade
modeller, Dolda Markovprocesser och Bayesianska nét.

Vi avslutar uppsatsen med tva Appendix i vilka vi bevisar de tva konvergens-
satserna som vi formulerat i avsnitt 5. Bevisen bygger i allt vasentligt pa bevisen
i uppsatsen [9].

Denna rapport utgor en del av ett projekt bendmnt NFFP3-427, finansierat av
Nationella Flygtekniska Forskningsprogrammet och Férsvarets Materielverk, ett
projekt som drivits i samarbete med Saab Aerospace.

Jag vill tacka Fil.Mag. Fredrik Lantz och Tekn.Dr. Per Svensson for manga
vardefulla synpunkter.

Addendum. Under redigeringsarbetet med denna rapport fick jag kinnedom om
boken [3]. Denna bok handlar till stor del om sa kallade partikelfilter, ett omrade

som vi knappt berort i denna rapport. | boken [3] finns dessutom tva uppsatser
([12], [13]) som diskuterar Bayesianska nat, och det finns ett visst 6verlapp mellan
dessa tva uppsatser och var rapport.

2 Rorelsemodeller. Ett objekt.

Syftet med detta avsnitt ar att beskriva en enkel modell for rérelsen hos ett mark-
bundet objekt - exempelvis ett fordon.

Vi téanker oss ett markbundet objekt som givet, t.ex personbil, terranggaende
hjulfordon, bandvagn, etc. Vilketyp av objekt vi betraktar antas alltsa vara kant.

Vi betraktar ett geografiskt omrade. Forsta delen i modellen &r att vélja hur vi
ska representera objektets lage - dess position. Det ar flera faktorer som styr detta



val. T.ex observationernas precision, takten med vilken observationer erhalles, typ
av digital representation av karta, mm.

| allménhet anvander vi alla tre rumskoordinatesng och z for att ange ett
foremals position.

Ett vanligt angreppssatt ar att gora en indelning av det geografiska omradet i
mindre delomraden. Efter att man gjort den geografiska indelningen later man en
punkt i varje delomrade vara en representant for delomradet, och man modellerar
ett foremals rorelse pa sa satt att nar ett féremal forflyttar sig fran ett delomrade
till ett annat, sa modelleras detta pa sa satt att féremalet ror sig fran en represen-
tantpunkt till en annan. Man kan ocksa tanka sig att modellera positionen pa sa
satt att nar ett foremal befinner sig inom ett delomrade sa antas laget hos foremalet
vara likformigt fordelat inom omradet.

Det finns saledes flera satt man kan tanka sig att gora positionsmodelleringen
pa. Tills vidare tanker vi oss dock att den gors sa att tillstdndsmangden for ett
foremals position kan beskrivas med en andlig mangd.

Forutom en position behdver vi, for att beskriva ett objekts rorelse, ocksa ange
dess hastighet. Vi tolkar begreppet hastighet som en vektor. Storleken pa denna
vektor kallar vi for fart, dess riktning for hastighetsriktning eller bara riktning.

Vi later {v;,7 = 1,2,.., N, } utgora en indelning langs fartaxeln, och vi later
{w;,1 = 1,2,.., N, } utgéra en indelning av méjliga riktningar (i tva dimensio-
ner).

Vilken indelning av fartaxeln och riktningsmangden som behdver goras beror
ocksa till stor del pa informationstakten. Som en forsta grov ansats kanske fyra
farter och atta riktningar racker.

For att fA en annu exaktare beskrivning av rérelsen kan man tanka sig att
aven anvanda accelerationen. For enkelhets skull utelamnar vi accelerationen i var
grundmodell, men om observationssystemen ger bra accelerationsbestamningar sa
ar det inte svart att tillfoga accelerationen som ytterligare en tillstdndskomponent.

For att beskriva ett objekts tillstdnd anvander vi saledes tre tal, en sa kallad
trippel (i, v, w), dari anger det delomrade i terrangen (kartan) som omfattar den
plats dar objektet befinner sig,anger farten hos objektet ( t.ex stillastaende, lag,
medel eller hdg), ochy anger en approximativ riktning (t.ex Syd, Vast, Nord, Ost,
SydOst, SydVast, NordVast eller NordOst), eller en viss riktning pa en vag.

Nasta steg i modellutvecklingen ar att bestamma évergangssannolikheter mel-
lan objektets olika tankbara tillstdnd. Bestamningen av dessa sannolikheter i mo-
dellen styrs av bland annat objekttyp, terrdngtyp, och med vilken takt som infor-
mation erhalles. Eftersom tidsmellanrummet mellan tva informationsinhamtning-
ar kan variera ar det lampligt att i modellen lata alla 6vergangssannolikheter vara
en funktion av tiden.

Det ar viktigt att papeka att manga av 6vergangssannolikheterna ofta kan val-
jas till noll beroende pa att ett objekt har begransad fart, begransad bromsnings-
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formaga, begransad framkomlighet i viss terrangtyp mm. Harigenom kan berak-
ningstiden for skattning av foremalets tillstand ofta forkortas kraftigt.

En intressant teknik for att modellera rorelsen hos ett foremal dd man maste
ta hansyn till terrangen ar foljande. Vi tanker oss att information om terrangen fas
med hjalp av en digital karta. Vi skapar nu forst en grov modell for rérelsen pa
féljande satt:

Antag att ett foremal befinner sig vid platséhvid tidpunktent, och har en
hastighetsvektoti. Var initiala prediktion av féremalets lage och hastighet vid
tidpunktent,; sker med hjalp av en normalférdelning med medelvarde i en punkt
belagen pa avstandgt — t| - [u| i riktningenw, och med en variang, — t|o
med nagot lampligt valt.

Darefter gors ett stort antal MonteCarlo-simuleringar baserade pa denna grova
rorelsemodell. Utfallen av Monte-Carlo-simuleringarna kan uppfattas som ett sta-
tistiskt sample foér den modell vi startat med.

Vi gor nu en omsampling av det erhallna samplet med hjalp av kartinforma-
tionen och var kunskap om féoremalets mojligheter att forflytta sig i olika typer av
terrang. Denna omsampling gar helt enkelt till sa att forst erhaller varje element i
det erhallna samplet en vikt beroende pa kartinformationen. For en personbil kan
kartvikterna t.ex vara .95 for vag, .10 for 6ppen terrang, .05 for stig, .05 for be-
tackt terrang, .0 for sankmark. Och fér bandfordon kan motsvarande vikter vara
.5 for vag, .45 for Oppen terréng, .05 for betackt terréang, .0 for sankmark.

Efter att man tillordnat en vikt till varje element i samplet sa sker en omsamp-
ling pa s satt att man forst ger alla elementen en sannolikhetsvikt som beraknas
helt enkelt genom att kartvikten for elementet divideras med summan av alla ele-
mentens kartvikter, och darefter “tar man” ett stokastiskt utfall fran en multino-
mial fordelningM (n, p1, po, ..., pn) Varvid n anger antalet element i samplet och
p1, P2, ...pn ar de sannolikhetsvikter som berdknats med hjalp av kartvikterna. Det
som sker i samband med omsamplingen &r att manga av de utfall som hamnade
i omraden med lag kartvikt elimineras medan element som erhallit relativt hoga
kartvarden mangfaldigas.

Det sample som erhalles efter omsampling kan sen anvandas som grund for
en fordelningsfunktion for foremalets nya position eft¢idsenheter.

Fordelen med den nyss beskrivna tekniken for rorelsemodellering ar att den
ar enkel att implementera, relativt snabb och kan hantera ganska komplicerade
rérelsebegransande hinder.

(For mer information om - och exempel pa - denna teknik se t.ex [14] med
referenser.)

Den sista komponenten i modelleringen utgérs av bestdmningen av sannolik-
hetsfordelningen for objektets initiala tillstand. En forsta modellansats ar att anta
likformig fordelning 6ver tillstAndsrummet.



3 Rdrelsemodeller. Flera objekt.

| foregaende avsnitt skisserade vi en rérelsemodebfiimarkmal. | detta avsnitt
skall vi kort diskutera modeller for flera markmal.

| uppsatsen [1] (kap 6) ges ett exempel pa en modellering av tva objekt som
ror sig oberoende av varandra. Den modell som forfattarna valt ar helt enkelt en
Markovkedjemodell for det ena fordonet, och en annan, oberoende, Markovked-
jemodell for det andra fordonet. Om i verkligheten det &ar naturligt att tanka sig
att objekten ror sig oberoende av varandra sa ar det naturligtvis ocksa naturligt att
lata den stokastiska modellen besta av tva - stokastiskt oberoende - komponenter.

Den problematik som diskuteras och analyseras i kap 6 i uppsatsen [1] ar as-
socieringsproblem i samband med vagkorsningar. Om tva foremal moter varandra
i en korsning kan det vara svart att veta vilket foremal som fortsatter langs den
ena respektive andra vagstrackningen.

Associeringsproblem ar ett viktigt och svart problemomrade vid malfoljning
av flera foremal i luften, och ar viktigt aven vid markmalfoljning.

For att modellera grupper av markforemal, dar féremalens rorelse sker i sam-
verkan, kan detta utan principiella problem ocksa géras med hjalp av en Markov-
kedjemodell.

Nar vi beskrev en modell for ett objekt sa antog vi implicit att vi kande alla
de karaktaristikor hos ett objekt som ar nddvéandiga for att modellera dess rorelse.
Nar vi nu ska modellera en grupp av objekt sa borjar vi med att identifiera alla
tankbara klasser som ett objekt kan tillhéra. Dessutom fogar vi till modellen en
klass som innehaller okanda typer av objekt.

Vi tanker oss alltsa att ett objekt kan tillhéra en av flera méjliga klasser och
for varje klass av objekt har vi en rérelsemodell for ett objekt i denna klass.

Tillstandsrummet for var Markovkedjemodell kommer saledes att besta av ett
antal vektorer, var och en av vektorerna bestar av fyra komponenter, som beskriver
respektive, ett objekts geografiska lage, ett objekts fart, ett objekts riktning, och
ett objekts klasstillnérighet.

Vi tanker oss vidare att tillstdndsrummetfliaxibelti den meningen att vi for-
utom de objekt vi har identifierat - ség att de/astycken - dessutom tillater att
antalet objekt okar eller minskar. En komponent i tillstandsrummet far darfér ange
antalet objekt i omradet, och en annan komponent far ange antalet icke upptéckta
objekt. Sannolikheten for t.ex. handelsen att det finns ytterligare objekt i omradet
som man inte upptackt kan uppskattas med hjalp av den kunskap man har om de
observationssystem man anvander. Likasa, om observationssystemen kan registre-
ra falskmal, sa finns det en viss sannolikhet for att nagra av observationerna hor
till sddana falskmal. Dessa mojligheter bor helst kunna hanteras i modellen.

Problemen som uppstar pa grund av observationsbortfall och falskmal ar svara
att hantera. | [6] ( se &ven [7], kap 14) finns en teori utvecklad for att beméastra
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dessa problem, men min bedémning ar att problemen kan Iésas inom ramen for
klassisk sannolikhetsteori.

Nar man ska bestamma évergangssannolikheterna for Markovkedjemodellen
maste man, férutom att analysera de individuella egenskaperna hos objekten, aven
noggrannt analysera samspelet mellan de olika markobjektens rorelse. Man maste
vidare ta hansyn till terrdangegenskaper, och dessutom vadersituationen och even-
tuellt andra externa faktorer.

Det &r en besvarlig och komplicerad analys som maste géras aven for att er-
halla en rimlig grad av realism. Av detta skal har man emellanat gjort féljande
intressanta ansats, som exempelvis finns beskriven i [7], kap 9.

| stallet for att forsoka modellera beroendet med hjalp av en évergangsmatris
- en matris vars storlek vaxer kvadratiskt med avseende pé& antalet fordon, sa antar
man att rérelsen for foremalen sker oberoende av varandra, men man lagger pa
den restriktionen att varje observation hor till exakt ett féremal.

Fordelen med denna ansats ar att vergangsmatrisens storlek vaxer linjart med
avseende pa antalat objekt och inte kvadratiskt. Bivillkoret, att varje observation
endast hor till ett foremal, leder dock till ett besvarligt optimeringsproblem vars
l6sningstid vaxer exponentiellt med antalet objekt. Det finns emellertid approx-
imativa ldsningsmetoder, och enligt [7] kap 9, har empiriska studier gett goda
resultat.

Efter att Overgangssannolikheterna har bestamts maste slutligen den initiala
sannolikhetsfordelningen bestammas. Den gors pa basis av den lagesbild man har
vid starttidpunkten. Alternativt kan man, som initialférdelning, valja en fordel-
ning som grundar sig pa den forsta observationen, eller helt enkelt anta likformig
fordelning Over tillstdndsrummet.

4 Observationssystem.

| detta avsnitt skall vi belysa hur man kan modellera observationer av skeenden.

Skeendet som vi studerar &r t.ex forflyttningen hos en grupp markfordon. Ske-
endet tanker vi oss beskrivet med hjalp av fyra komponenter: en positionskompo-
nent, en fartkomponent, en riktningskomponent och en typkomponent (klasskom-
ponent). Varje komponent utgérs i sin tur av en vektor, varvid varje komponent
i vektorn representerar ett objekt. Vi betecknar oftast ett generiskt tillstand i till-
stdndrummet med, z,, x,, etcetera.

Skeendet observeras nu av ett observationssystem. Detta system genererar ob-
servationer vid olika tidpunktety, ¢, to, 0 S v. Mangden mdjliga observationer,
kallar vi observationsrummet och det betecknaf yoch de olika observationerna
betecknar vimed, b, ¢, ... OSV.

Ett observationssystem ar ofta lampligt att modellera som en stokastisk modell
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av bl.a. féljande skal. Antag att det sanna tillstdndet fér det vi observerabim
observatior:, sag, som vi da erhaller beror, for s gott som alla observationssy-
stem, pa en mangd parametrar forutom tillstandeambandet mellan olika pa-
rametervarden och observationsvarden ar ofta svart att faststélla exakt och darfor
valjer man ofta att beskriva sambandet med en stokastisk modell. Dessutom, &ven
i de situationer dd man har en mycket exakt uppfattning av hur de viktigaste pa-
rametrarna paverkar observationsvardet, sa finns sallan (aldrig) matmetoder som
mojliggor en exakt bestamning av tillstandet hos det vi observerar.

Allt detta gor att det i manga sammanhang ar naturligt att gorst@kastisk
modellav observationssystemet pa foljande enkla satt.

Vi betraktar saledes en observation som en stokastisk storhet som kan anta var-
den i ett observationsrum. Den férdelning som hor till den stokastiska storheten
antar vi beror pa tillstandet hos den process vi studerar och eventuellt pa tidpunk-
ten nar observationen gors. Om vi nu antar att observationsrummet ar en andlig
mangdA och att ocksa processens tillstandsmahgdcksa ar en andlig mangd
kan sannolikhetsfunktionen som beskriver fordelningen for observationen givet
att processen befann sig i tillstandeskrivasq(z, ), och det observationssystem
som vi anvander vid denna tidpunkt kan modelleras som en matris

{¢(x,a),z € K , a € A}.

Om vi modellerar var uppfattning om tillstandet hos den process vi féljer med
hjalp av en sannolikhetsfordelning, ar det latt att matematiskt beskriva hur var
uppfattning forandras med hjalp av den matrismodell vi formulerat for vart obser-
vationssystem.

Antag saledes att var uppfattning om tillstdndet hos den process vi studerar
vid tident, modelleras med hjélp av en sannolikhetsfordelningAntag nu att vi
vid tidpunktent, erhaller en observatiom och att den matris som beskriver vart
observationssystem &g(z,a),z € K , a € A}.

Efter det att vi erhallit observationen sa férandras var uppfattning om tillstan-
det hos den process vi féljer. Den information som observationen tillfér kan ater-
kopplas pa sa satt att vi erhdller en ny sannolikhetsférdelning efter observationen,
en sa kallad aposterioriférdelning, som vi beteckizasom kan erhalles med hjalp
av Bayes sats, och som kan ses som en modellering av var nya uppfattning om till-
standet efter det att vi erhallit ny information.

| det fall saval tillstdndsrummet som observationsrummet har ett upprakneligt
antal element blir formalismen foljande:

po(x) = PriX = alY =a] = Pr[X = 2,Y = a]/Pr[Y = a] =

po(w) - a(,a)/ Y poly) - aly. a). 1)
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| ovanstaende formel beteckn&ren stokastisk variabel med fordelningeyx).

Den har formeln kan ges en annu kompaktare framstallining om vi infér nagra
ytterligare beteckningar.

Lat Q, = {Q.(z,y), = € K,y € K} vara en diagonalmatris sadan att dia-
gonalelementen satisfier@, (z,z) = ¢(x,a), € K.Omv = {v(z),z € K}
betecknar en vektor med lika manga komponenter som antalet element i tillstands-
rummetK sa definierar vj[v|| = > v(z)].

Aposterioriférdelninger, givet observationen, kan nu skrivas pa foljande
mycket kompakta satt om vi uppfattay som en radvektor.

Po = poQa/||PoQall- (2)

Att formel (2) utg6r en korrekt omskrivning av (1) visas latt. Vi finner namligen
att sannolikheten for afX ska anta vardet och dessutom att observationen ska
varaa ar

po(z)g(z,a) =Y po(y)Qa(y, ) = poQal-, )

yeK

darQ, (-, ») angerz:e kolumnvektorn hos matrisep,, eftersomQ,(z,y) = 0 da
x # y. Harmed har vi bekraftat uttrycket i téljaren i formel (2).
Pa liknande sétt finner vi att sannolikheten for att erhalla observatioden

ZpO(y> ’ Q<y7 CL) = ZPO(y> Z Qa(xvy) = ||p0QaH'

yeK yeK zeK

Harmed ar uttrycket i namnaren i formel (2) ocksa bekréftat.
Den héar formalismen kommer att visa sig mycket andamalsenlig som vi ska
konstatera nedan.

5 Dolda Markovprocesser.

Dolda Markovprocesser ar en klass av stokastiska system, som dels bestar av en
Markovprocess (Markovkedja), dels bestar av en observationsprocess. Observa-

tionsprocessen bestar av observationer av Markovprocessen och har den egen-
skapen att varje observation endast beror pa tillstdndet hos Markovprocessen vid

observationstillfallet och inte pa tidigare tillstand eller tidigare observationer.

Inom sannolikhetsteorin har Dolda Markovprocesser studerats sen atminsto-
ne tidigt 60-tal. Den vanliga bendmningen fore 1980 partiellt observerade
Markovkedjor Den vanligaste bendmningen idag ar formodli@enda Markov-
modeller | denna uppsats har vi i likhet med forfattarna till uppsatsen [4] valt
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benamningen Dolda Markovprocesser nar vi diskuterar den har typen av proces-
ser i generella termer.

Till en Dold Markovprocess hor saledes tva stokastiska processer, en Mar-
kovprocess och en observationsprocess. For att underlatta framstallningen antar
vi i resten av detta avsnitt att tillstAndsmangde€nfor Markovprocessen ar en
numrerbar mangd, och att tillstAindsmangdefor observationsprocessen ocksa
ar numrerbar. Denna senare méangd kallar vi observationsrummet.

Markovprocessen, som vi beteckdax (), = € 7}, tdnker vi oss som star-
tande vid tidert,, och vi betecknar i allménhet initialférdelningen f&1t,) med
Po-

Tidpunkterna for observationerna betecknat,vi,, ..., dar det saledes galler
attt; > t,_1, i = 1,2, .... Vibetecknar observationerna som erhalles vid dessa tid-
punkterY;,Ys, ..., och vi betecknar tillstandet for Markovprocessen vid tidpunk-
ternaty, t1, ta, ... antingenX (t¢q), X (t1), X (t2), ... eller helt enkeltX,, X, Xo, ...

Den allmanna 6vergangssannolikhetsfunktionen for Markovprocessen beteck-
nar vip(x,y; s, t) som alltsa star fér sannolikheten

PriX(t) = y|X(s) = x].
Matrisen
{p(x1,295t0,t1); 21 € K, 29 € K}
betecknar viP; och mer allméant betecknar vi matriserna
{p(z1, 205 tH—1,10); 1 € K, 29 € K}

n=2,3,..medP,.OmallaP,,n = 1,2, ... ar lika anvander viden gemensamma
beteckningenP.

Pa liknande satt betecknar vi den allméanna évergangssannolikhetsfunktionen
som bestammer sannolikhetsférdelningen for observationerna vid tidpunkterna
ty,ts,... medq(z,a;t,), n=1,2,... som alltsa betecknar

PT‘[Y(tn) = a’X(tn> = ,j(;]’ n = 17 27 .
Matrisen
{Q(l’,&; tn),l' € K,CL € A}

betecknar vi),,.

Vi betecknar diagonalmatriserna som vi inforde i foregdende avsnittined
n=1,2,.., a € Asom alltsa definieras salunda & ,(z,y) = 0, omz,y €
K,z #yochQ,.(z,z) =q(x,a;t,) omzx € K.

14



Som nyss namnts later yj beteckna sannolikhetsfordelningen f6(t,). Vi
laterp,,n = 1,2, ... beteckna fordelningen X (¢,) omedelbart efter den : e
observationen erhallits, och om vi vill betona att:dérsta observationerna som
erhallits &ra,, a,, ..., a,, skriver vip,(ay, as, ..., a,).

Foljande formler ar véalkéanda aven om de vanligen inte formuleras pa nedan-
staende enkla satt.

PriYi =ay,...Yy =an| =

1PoP1Q1.a1 - PNQN.ay || (3)

och

ﬁn(alaa%“'aan) =
ﬁnfl(ah az, ..., anfl)PNQN,aN/Hﬁnfl(ah ag, ..., anfl)PNQN,aNH =

PoP1Q1ay - PNQNay /[P0 P1Q1ay - PNQN.ayll - 4)

Anmarkning. Det ar for att férenkla en del formler och bevis vi valt att starta
den underliggande MarkovprocessgK (¢),t > ¢} vid en tidpunkt som ligger
fore den forsta observationstidpunktgn Detta tekniska grepp ger nagot storre
symmetri i formlerna.

Vi ska nu strax formulera tva teorem vars riktighet grundar sig pa resultat som
bevisades i uppsatsen [9].

Forst definierar vi ett begrepp som inférdes i uppsatsen [9].

Definition 5.1 EnmatrisM = {m, ; } med ickenegativa element sags vaudrek-
tangular om det géller att om tva element;, ;, ochm;, ;, i matrisen som varken
ligger i samma rad (dvs; # i) eller i samma kolumn (dv§ # j.) bada ar
positiva, sa foljer att &ven elementen, ;, ochm, ;, &r positiva.

Lost uttryckt betyder begreppet subrektangulér att de positiva elementen i en ic-
kenegativ matris bildar ett regelbundet, rektanguléart monster.

Viktiga egenskaper for subrektangulara matriser ar féljande tva, som ar myc-
ket latta att bevisa. Vi utelamnar bevisen.

Lemma 5.1 Antag att)M; och M, ar tva ickenegatival x d-matriser och att\/,
ar subrektangular. Da galler att aven matriserdd, M, och M, M, &r subrek-
tangulara.

15



Innan vi formulerar forsta satsen ska vi infora foljande villkor:

Villkor 5.1 Det finns ett heltah, och ett positivt tak sa att féljande galler: For
varje tillstand: och varje tidpunkt,, sa galler att for varje tidsfoljd

tnits tngg, oo tnyme OCh varje foliday, as, ..., a,, av tdnkbara observationer sa

ar matrisenPnHQnHmPn+2Qn+27a2....Pn+m0Qn+m07amO en ickenegativ, subrek-
tangular matris sadan att vardet pa det minsta positiva elementet i matrisen ar
> K.

Villkoret 5.1 kan forefalla som ett ganska starkt villkor men i sjalva verket
ar det ett svagt villkor som delvis torde framga av egenskaperna i Lemma 5.1.
Dessa egenskaper medfor namligen att om en produkt av ickenegativa matriser ar
subrektangular sa bevaras denna egenskap vid multiplikation fran saval vanster
som hdger av ickenegativa matriser. Man kan saga att ju fler matrismultiplikatio-
ner som gors ju osannolikare ar det att matrisprodukjém subrektangular.

Den forsta satsen lyder som féljer:

Teorem 5.1 Betrakta en Dold Markovprocess med andligt tillstandsrum och and-
ligt observationsrum och antag att Villkor 5.1 géller. L&tbeteckna den likfor-
miga fordelningen over tillstandsrummet, I&;(al,ag, ..., a,) beteckna den be-
tingade fordelningen for den underliggande Markovprocessen vid ftiggivet
att initialférdelningen var\ och att man erhallit observationerna,, ..., a,, vid
tidpunkternat, t,, ..., t,,, och lat pa motsvarande s&tt (a4, ..., a,,) beteckna den
betingade fordelningen for den underliggande Markovprocessen givet att initial-
fordelningen varp, i stallet for A\, och da man aterigen erhallit observationerna
ai, as, ..., a, Vvid tidpunkternat, to, ..., t,.

Da galler, att det finns konstant&r och p oberoende av: sa att forn =
1,2, ... galler att

~

Hﬁn(ala A2, ..., an) - An(ah ag, ..., an)” S C ' Pn (5)
varvid p ar < 1.

Ett bevis av denna sats finns i Appendix 1.

Anmarkning. Vad detta teorem sager ar att om man antar att férdelningen for
Markovprocessen vid starttidpunktenar den likformiga fordelningen, sa kom-
mer felet, i den med hjalp av observationerna framraknade betingade fordelning-
en, orsakat av startantagandet, snabbt att avta mot noll da antalet observationer
vaxer.

Fore nasta sats behdver vi inféra begreppeelbaroch stabil.

Definition 5.2 En Markovkedj& X, X1, ... X,,..}, €] nddvandigtvis tidshomogen,
med numrerbart tillstAndsrumy” sags varaodelbar om det finns ett tillstand, <

K och ett heltaln, sa attPr[X,,,; = ig|X; =i > 00omn > ng forallaj >0
och alla tillstandi € K.
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Definition 5.3 En, ej nddvandigtvis tidshomogen, Markovkedg, X, ... X,, ..}
med andligt tillstandsrum och med 6vergadngsmatriBerP,, ... sags varastabil
om

TiLgfl{inf{Pn(i,j) : P,(i,7) > 0}} > 0.

Definition 5.4 En ej ndédvandigtvis tidshomogen Dold Markovprocess med and-
ligt tillstdndsrum och &ndligt observationsrum ségs vatabil om dels den un-
derliggande Markovkedjag X (to), X (t1),...X(t,)...} ar stabil, dels sannolik-
hetsmatrisern&),, = {q(z,a;t,) : © € S,a € A},n = 1,2,... som bestammer
observationssannolikheterna ar sadana att

igfl{inf{Qn(i,a) 1 Qn(i,a) > 0}} > 0.

Lat oss infora beteckningen

L

V= {(1)1,’027 ...,UL) : Zvi = 1}

i=1

och beteckninge@'[V] = {u : V — R, u kontinuerlig}. | definitionen av)
betecknar, antalet element i den andliga mangden

Teorem 5.2 Betrakta en Dold Markovprocess med andligt tillstandsrum och and-
ligt observationsrum som ar stabil, och antag att den underliggande Markovked-
jan {X(to), X (t1),...X (t,)...} &r odelbar. Antag ocksa att Villkor 5.1 géller.

Lat . ochv beteckna tva godtyckliga initialférdelningar, 18, Y5, ..., Y,, be-
teckna observationerna vid tidpunkternat,, ..., t, da startférdelningen vay
och lat Z,, Z,, ..., Z, beteckna observationerna vid tidpunkternhat,, ..., t,, da
startfordelningen vaw. (Y1,Ys,....Y, och Z,, Z,, ..., Z,, &r sdledes stokastiska
storheter.)

Lat /i, (Y3, Ys, ..., Y,) ochi,(Zy, Zs, ..., Z,) beteckna de betingade férdelning-
arna for den underliggande Markovprocessen vid tiderda startfordelningen
var respektive: ochv. (i, (Y1, Ys, ..., Y,) ochin,(Zy, Zs, ..., Z,) ar sdledes ocksa
stokastiska variabler vars varden beror pa utfalleén Y, ..., Y, respektive
21,29, ey Do)

Da géller, att for varjeu € C[V]

Limn oo (E[u(fin (Y1, Ya, s Yo )] = E[u(0n(Z1, Za, ..., Zn))]) = 0.

Anmarkning. Lost uttryckt sager resultatet i Teorem 5.2 att nar antalet observa-
tioner blir mycket stort s kommer fordelningen for den betingade férdelningen
vara sa gott som oberoende av initialférdelningen.
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Bevisen av Teorem 5.1 och Teorem 5.2 bygger pa Lemma 6.1, Lemma 6.2 och
Lemma 6.3 i [9], samt representationsformeln (4) ovan. For fullstandiga bevis se
Appendix 1 och Appendix 2.

En konsekvens av Teorem 5.1 &r att man oftast mycket val kan valja den lik-
formiga fordelningen som startférdelning. Det fel man gor uttryckt som ett av-
standsmatt mellan sannolikhetsférdelningar avtar snabbt allt eftersom man erhal-
ler nya observationer.

En viktig princip som foljer av Teorem 5.1 och Teorem 5.2 &r foljakde-
sensusprincigom lyder’Om tva personer betraktar en process via ett observa-
tionssystem och personerna &r éverens om observationssannolikheterna for varje
tankbart tillstdnd hos den process de betraktar , s& kommer deras uppfattning om
tillstdndet hos processen att allt mer Gverensstamma ju fler observationer som er-
halles - oberoende av hur olika uppfattning de hade om processens starttillstand.

| var beskrivning av en Dold Markovprocess har vi antagit att utfallet av en
observation vid varje observationstillfalle endast beror av tillstandet hos den un-
derliggande Markovprocessen. En mer allman modell erhalles om vi tanker oss
att vi har flera observationssystem och att valet av observationssystem beror saval
pa var uppfattning om processéX (1), 7 € 7}, som var omvarldsuppfattning.

| nasta avsnitt ska vi presentera en sadan generaliserad version av en Dold
Markovprocess.

6 Dolda Markovprocesser med flera observations-
system.

Syftet med detta avsnitt ar att introducera beteckningar och harleda formler da vi
generaliserar den klass av Dolda Markovprocesser vi presenterade i féregaende till
en situation da vi kan vélja mellan flera observationssystem pa ett mycket allmant
satt som vi beskriver nedan.

Precis som i foregdende avsnitt téanker vi oss en Markovprock$s), ©
7'} med en initial fordelning, vid tident, och som vi observerar vid tidpunk-
ternaty, to, ..., tidpunkter som ar tidsordnade men for dvrigt valda godtyckligt.
Vi betecknar observationerna som erhalles vid dessa tidpubkt&, ..., och vi
betecknar tillstdndet for Markovprocessen vid tidpunktegnéa, , t,, ..., antingen
X (to), X(t1), X (t2), ... eller helt enkeltXy, X1, X, .... Vi antar ocksa tills vida-
re att tillstandsrummel’ for Markovprocessed X (1), € 7} ar andligt och
bestaende av. tillstand. Vi laterV;, beteckna mangden av alladimensionella
vektorer sd attom = (v, vy, ...,vr) € Vysagaller1y; > 0,7 =1,2,...L och 2)
Zle v; = 1. Ett element € V; kan alltsa uppfattas som en sannolikhetsvektor -
en sannolikhetsférdelning.
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Precis som i foregdende avsnitt laterpir, y; s, t) beteckna den allménna
overgangssannolikhetsfunktionen for Markovprocesggiir), 7 € 7 }. Funk-
tionenp(xy, x9; t1, t2) betecknar alltsa

PriX(ts) = 2| X (t1) = 4]
Matrisen
{p(x1, z2;t0,t1) : 1 € K, 29 € K}
betecknar viP, och mer allmant betecknar vi matriserna
{p(a1, wostn1,tn) + 11 € K, 15 € K}

n=2,3,..medP,, n=23,...Vibetecknar fordelningen fofX (1), 7 € 7}
fram till en godtycklig tidpunktem, sag, meg(t), och férdelningen f6X (¢) med
p(t). Vilater X, besta av alla tankbara utfall av proces$éf(), 7 € 7 } fram till
tident. Ett element,; € X, anger saledes en realisering{a¥ (), € 7} fram
till tiden .

Var uppfattning om processdiX (1), 7 € 7} vid enfix tidpunkt¢ ség, mo-
delleras som en sannolikhetsfordelning over tillstAndsrumihédr processen,
och betecknag(t). Ofta ar det naturligt att Iata sannolikhetsférdelningét) och
sannolikhetsfordelningep(t) for X (t) 6verensstamma, men man kan latt tdnka
sig situationer dar det kan vara vettigt att utforma modellen s& att dessa sannolik-
hetsfordelningar ar olika vilket kan illustreras med féljande enkla exempel. Antag
tex attX(¢;), i = 0,£1,£2, ... representerar resultaten av tarningskast med en
perfekt tarning vid tidpunkterngy, t1,, t.o, .... Eftersom tarningen ar perfekt sa
géller att fordelningen foX (¢,) ar den likformiga fordelningen. Antag nu att ut-
fallet pa tarningen vid tidpunkterna, ¢_,, ocht_s alla &r 6. For en person som
inte vet att tarningen ar perfekt ar det ganska rimligt att tro att sannolikhetsfor-
delningen forX (o) &r sadan atPr[X (to) = 6] > 1/6. Om vi nu vill modellera
en persons spelbeteende vid ett tarningsbord s& kan det darfor vara rimligt att
skilja pa fordelningen forX (¢) och personens uppfattning om fordelningen for
X (t).(Slut exempel.)

Var uppfattning om process€iX (1), 7 € 7} - fran starttidpunkten till tiden
t - modelleras som en sannolikhetsfordelning 6ver tillstinden i ruriimebom vi
inforde ovan, och betecknait). Sannolikhetsfordelningesit) behéver saledes
inte dverensstamma metit). En generisk sannolikhetsférdelning éver rummet
X, betecknar vi i allmanhet.

For att skapa en process som kan ligga till grund fér en modell som ger en god
beskrivning av skeendet i verkligheten, behoéver vi infora ytterligare ett abstrakt
rum som vi betecknaé;. Ett elementy € G betecknar en omvarldssituation.
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Ett elementg € G skall uppfattas som en vektor vars komponenter anger ett
tillstdnd i omvarlden. For att modellera var omvarldsuppfattning tanker vi oss
en sannolikhetsfordelning 6ver rumn @t Vi betecknar var omvarldsuppfattning
medh eller h(g), g € G eller h, om vi vill betona tidpunkten. Syftet med att
kunna modellera var uppfattning om omvarlden &r bl a att vi vill kunna modellera
att vi anvander vara observationssystem olika om vi ar i en krigssituation eller
inte.

Till skillnad mot féregaende avsnitt tanker vi oss nu att vi flara observa-
tionssystenatt valja mellan, narmare bestamt stycken, som vi betecknar
s1, 89, ..., Spr. Det val av observationssystem, som gors vid tidgrbetecknar vi
U, ellerU(t,).

Valet av observationssystem kan bero pa manga storheter men framst pa vilken
tidpunkt vi &r i och var uppfattning om tillstdndet hos procesg¥itr), 7 € 7}
fram till tiden ¢,,. Men aven var omvarldsuppfattnirig, vid tidpunktent,, kan
paverka valet av observationssystem.

Mangden av olika observationssystem far vara en oandlig, numrerbar eller
ickenumrerbar, mangd men for att underlatta implementering ar det lampligt att
antaga att antalet observationssystem ar andligt.

Nu ytterligare nagra beteckningar. Vi infor beteckningenfor att ange var
uppfattning om tillstdndet hos processgXi(7), 7 € 7} vid tidpunktent,, precis
innan vi erhallit observationen vid tidpunkten och vi infor beteckningeﬁ] for
att ange var uppfattning om tillstdndet hos processEiir), r € 7} fram till
tidpunktent,, precis innan vi erhéllit observationen vid tidpunkign Sannolik-
hetsfordelningem,, kan ses som en marginalfordelning;ayv

Vidare infor vi beteckningem,, for att ange var uppfattning ofiX (1), 7 €
7 } vid tidpunktent,, omedelbart efter att vi erhallit observationgn och vi later

ﬁn beteckna var uppfattning ofX (7),7 € 7} fram t o m tident,, omedelbart
efter att vi erhallit observationelj,. Sannolikhetsfunktionef, kan betraktas som

marginalférdelningen av sannolikhetsfunktiorﬁn
Den regel som styr valet av observationssystem kan vara deterministisk eller
stokastisk. Vi betecknar valfunktionen m&gw, h, ¢, s) som ska tolkas sa att

R(w, h,t,,s) = PrlU(t,) = s|p, = w, h]

dvs R(w, h, t, s) ar sannolikheten att vi som observationssystem véljer systemet
s givet att den sannolikhetsfordelning som beskriver var uppfattning om laget
{X(7), 7 < t} ges av vektornv och att den sannolikhetsférdelning som be-
skriver var omvarldsuppfattning ac

Det faktum att vi tilldter attR(w, h,t,s) = 1, innebar saledes att for vissa
varden paw, h ocht ar valet av observationssystem entydigt bestamt.
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Det bor ocksa papekas att vid explicita tillampningar maste ganska stora av-
gransningar goras i tid och rum betraffande funktiofi®m, h, ¢, s),

Efter det att vi valt ett observationssystem sa beror den observationsag,
som erhallits vid tidpunktehenbart pa tillstandeX (¢) vid tidpunktent hos pro-
cessed X (7), 7 € T} samt - eventuellt - ocksa tidpunktéen

Sannolikhetsfunktionen for def,:e observationssystemet betecknar vi
q(x,t,a; k) i linje med beteckningen i foregdende avsnitt. Mangden av alla ob-
servationsstillstand betecknar vi mdd Vi tanker oss att antalet observationer ar
andligt.
Vi ska nu redovisa nagra formler med vars hjalp ett antal viktiga betingade
sannolikhetsfordelningar kan beraknas allt eftersom nya observationer erhalles.
Vi infor forst ytterligare nagra beteckningar. L4t som owanange en san-
nolikhetsfordelning for processgnX (7), 7 € 7} fram till tidpunktent, och lat
h; ange en sannolikhetsfordelning som beskriver var omvarldsuppfattning vid tid-
punkten t.

Lat oss definiera

q(wh h’t7 z,a, t) = Z R(wta ht> ta Sk)Q(l', ta a; k) (6)
k

q(wy, hy, x, a,t) anger saledes sannolikheten for att erhalla observatiomgvet
att 1) tillstandet for Markovprocessen var2) var uppfattning om processen fram
till tiden ¢ ges av sannolikhetsfordelningen, och 3) var omvarldsuppfattning
beskrivs av sannolikhetsfordelningén Vi definierar

@n = {q(wy,, h,,x,a,t,) : v € K, a € A}.

Med hjalp av@,, kan vi nu formulera formler som ar mycket lika formlerna i
avsnitt 5.

Lat py beteckna fordelningen foX (¢,) vid tident,. Som ovan later vi
p(xy, w9311, 1) beteckna den 6vergangssannolikhetsfunktion som styr Markov-
processen. Fordelningen for proces$en(7), 7 € 7} fram till tidpunkten ome-
delbart innan vi valjer observationssystem vid tidpunktebetecknar vp;, . Lat
P, = 1,2,... beteckna den betingade sannolikhetsfordelningerxf@y,) ome-
delbart efter att den:e observationen erhdllits. Lat vidagg, n = 1,2, ... be-
teckna den sannolikhetsfordelning som beskriver var uppfattning om laget fram
till tidpunkten t,,, innan vi erhallit observationet,, och lath, ange var om-
varldsuppfattning vid tidpunktet), innan vi erhallit observationen,.

Vi infér nu beteckninger), , = {Q,.(z.y) : = € K,y € K} for den
diagonalmatris som definieras genom

Qna(®,2) =GBy by, 0,t,), @ € K. @)
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Helt i analogi med formlerna i avsnitt 5 erhdller vi nu féljande formler.
PrlYy =a1,Ys = ag,..... Yy = an] =

PoPiQ1q, - PN Qg | (8)

och

P = D1 PNQ oy /| Pn1 PN Qo )| =

pO‘Pl@l,al""PN@N,aN/|’pOPIQLLLl””PN@N,aNH' (9)

For att ovanstaende formler ska vara anvandbara i de fall valet av nytt observa-
tionssystem beror av vér uppfattnipy) om processefX (7), t € 7}, maste vi
kunna bestamma och uppdatefan = 1,2, ... A

For att uppdatera,,n = 1,2, ... maste vi kunna bestammg, n = 1,2, ....
Det kan goras pa exakt samma sétt som vi beskrev i avsnitt 4.

Berakningarna blir som foljer. L&t beteckna ett utfall fram till tidem; och
lat z¢ beteckng:s vérde vid tiden,. Lat p;, beteckna den sannolikhetsfordelning
som beskriver var uppfattning ofnX (7), 7 < t;} fram till tident; efter att de
i — 1 forsta observationerna erhallits men innan éerobservationen erhallits.

Sannolikheten for af X (7), 7 < t; } = £ och att ocks&; ara vid tident;
kan uttryckas pa foljande satt:

Pri{X(s), s <t:} =&, Yi=al = 5, (§) D BB, his tir si)q (e, a; k)
k

och pa liknande satt fas

PriYi=a] = pi(n) Y R, histi, si)a(y, a; k)
n k
varav foljer att

7€) = Pri{X(s), s <t;} = €| Yy = a] =

Pri{X(s), s<t;} =& Y, =a|/Pr[Y;=a] =

p?i (5) Z R(pi; (f)? hiv tiv 5k)Q<'r§7 a; k)/ ZPNZ(TI) Z R<p:t; (77)7 hi7 tiv Sk)Q(xm a; k)

k n
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Detta samband kan ocksa uttryckas som en normerad matrismultiplikation i
analogi med formel (9). Speciellt galler att var uppfattningom tillstdndet hos
processel X (1), ¢ € 7} vid tident,, omedelbart efter att vi erhallit observationen
Y,, vid tident,, kan uttryckas med hjalp av foljande rekursionsformel:

~

pn = Z%nflpnén,anﬂ |ﬁnflpn©n,an ||

varvid @n’an definieras med hjalp av formel (7).

7 Dolda Markovprocesser och Bayesianska nat.

De senaste decenniet har intresset for Bayesianska natverk vuxit kraftigt. Defini-
tionen av ett Bayesiansk nat ar i korthet som féljer. Man utgar fran en sa kikilad

tad ickecyklisk grafdirected acyclic graph (DAG)). Kanterna som forbinder olika
noder har séledes en riktning och att den riktade grafen &ar ickecyklisk betyder att
man inte kan komma tillbaka till en utgangsnod om man foljer sammanhangande
kanter i sa att saga ratt riktning.

Till varje nod i den riktade grafen associerar vi en stokastisk variabel, - en
stokastisk storhet. Antalet stokastiska variabler ar saledes lika manga som antalet
noder i grafen.

Sannolikhetsfordelningen for de olika stokastiska variablerna erhalles pa fol-
jande satt. Alla stokastiska variabler, som finns placerade i en nod till vilken ingen
kant leder in (en sddan nod kallas en rot), ges en sannolikhetsfordelning. For dvri-
ga stokastiska variabler tillordnar vi vad man skulle kunna kalla fér betingade san-
nolikhetsfordelningar. Dessa betingade sannolikhetsfordelningar bestammer san-
nolikheten for att en viss stokastisk variabel A, ség, vid en viss nod N, sag, skall
anta ett viss varde, givet tillstandet for alla de stokastiska variabler som &r sadana
att deras noder har en riktad kant som slutar i nod N. (I fortsattningen kommer vi
att anvanda samma beteckning for en stokastisk variabel i ett Bayesiansk natverk
som for dess nod.)

Med hjalp av férdelningarna for de stokastiska variabler som ar belagna vid
grafens rétter, (det finns alltid minst en rot), kan man darefter rekursivt bestamma
sannolikhetsfordelningen for alla stokastiska variabler, och &ven den gemensam-
ma fordelningsfunktionen for alla stokastiska variablerna.

En forhallandevis enkel framstallning av teorin for Bayesianska néatverk finns
att lasa i boken [8].

Det som gor Bayesianska natverk intressanta ar att ny information om en eller
fler stokastiska storheter snabbt (ganska snabbt) kan distribueras genom néatver-
ket. Den nya informationen leder saledes till en uppdatering av sannolikhetsfor-
delningen i varje nod.
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En Dold Markovprocess med ett enda observationssystem kan enkelt utfor-
mas som ett Bayesiansk nat pa foljande satt. Antag att vi erhaller observationer
vid tidpunkterna{to, t1, ts, ..., tx }. Vi betecknar observationerna vid dessa tid-
punkter{Y;, Y1, Y5, ..., Yy } respektive. Vi satteX; = X (¢;). De stokastiska vari-
ablerna i vart Bayesianska natverk bestar helt enkelt av de stokastiska variablerna
{Xo, X1, Xo, ..., Xy} och{Yy, Y1,Ys, ..., YN}

Den riktade grafen ar som foljer. Vi har en riktad kant fr&p_; till X,,,
n=0,1,2,..., N — 1 och vi har en riktad kant frax,, till Y,,,n =0,1,2,..., N.

(Se Figur 1.)

Vi har nu bestamt den riktade grafen och de stokastiska variablerna. Ater-
star att bestamma sannolikhetsférdelningen for det Bayesianska natverket. For
“rotnoden” X, véljer vi som sannolikhetsférdelning helt enkeit Den betinga-
de fordelningen for,, givet X,, bestdms av sannolikhetsfunktiongfx, a) och
den betingade fordelningen féf,, givet X,,_; bestams av sannolikhetsfunktionen

p(-’lfl, Ta, tn—17 tn)

o

XO X2

X1
N
Figur 1

Innan vi beskriver ett Bayesianskt natverk hérande till den mer generella mo-
dell som vi beskrivit i avsnitt 6 ska vi ge ett alternativt Bayesianskt natverk for en
Dold Markovprocess.

Forutom tillstandsnodern&, X1, ..., X,,, ... och observationsnoderna
Yy, Y1, ..., Y,, ... sdinfor vi ytterligare en uppsattning noder som vi betecknar
D05 Pos P1s o Dys --.. StOThetErng,, g, , ..., p,, ... betecknar var uppfattning om foér-
delningen forX,, efter att vi erhallit observatiol;,,, ochp, anger var initalupp-
fattning om nodenX:s férdelning. For dessa noder galler att noggiér en rot.
Fordelningen for den stokastiska variabginkan vara svar att beskriva; oftast
sa kommer fordelningen att vara en enpunktsfordelning, som dessutom éverens-
stammer med den fordelning som nod€p antas ha. S& behdver dock inte vara
fallet, som tarningsexemplet i avsnitt 6 ovan visar.

Vad betréffar kanter i natet, s finns inga kanter frdn nodgrrial ndgon av
tillstandsnodern&, X1, ..., X,,, ... eller till nagon av observationsnoderna

24



Yo, Y4, ..., Y, .... Daremot finns det en kant frér) _, till p, och ocks& en kant fran
Y, till p,,n=0,1,.... samt en kant frépy till p,.
Grafen for det Bayesianska natet blir i detta fall som foljer.

Po /]Bo\ Py
\_/

/ 7

o,

N

Figur 2

Vi behdver ocksa bestamma sannolikheterna for rotnoderna och de betingade
fordelningarna for 6vriga noder. Sannolikhetsfordelningen for rotnggéanker
vi oss i allmanhet som en enpunktsfordelning , gykan anta ett enda varde.
Detta varde kan exempelvis vara lika med férdelninggefor nodenX,. Men den
kan ocksa véljas pa annat satt. Vad betréaffar de betingade fordelningarna sé ar de
betingade fordelningarna fdf, givet X,, desamma som i det férra Bayesianska
natet, och de betingade fordelningarna %6y, , givet X,, ocksa desamma som i
foregdende Bayesianska nat, medanf6e 1,2, ... den betingade fordelningen
for p,, givetp, , ochY,, ar en deterministisk funktion, dvs vérdet p& den stokas-
tiska variabelrp,, &r entydigt bestamd av vérdet pa_, och vardet,, (sig) pa
Y,,, och detta varde bestams av sambandet

511 :ﬁnfl X Pn X Qn,an/Hﬁnfl X Pn X QnyanH’

en formel som ocksé& galler for = 0 om vi betecknar, = p_, och laterP,
beteckna enhetsmatrisen.

Darmed ar sannolikhetsfordelningarna bestamda for detta alternativa Bayesi-
anska nat. Om vi vé;iljep%_1 = po Sa ar det senare natet informationsmassigt helt
ekvivalent med det forra natet.
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Pa liknande satt kan den mer generella modell som vi beskrivit i avsnitt 6
beskrivas med hjalp av ett Bayesianskt natverk.

De stokastiska variablerna ar i detta fall, forutom tillstandénvid tidpunk-
ternat,, n = 0,1,2,..., N och observationern&, vid tidpunkternat,,, n =
0,1,2,..., N &ven de stokastiska storhetefilg n =0, 1,2, ..., N som anger vil-
Ifet observationssystem som valdes vid tidgrsamt de stokastiska storheterna
]3*,“ n = 0,1,2,..., N som anger var uppfattning om procesgefi(r),t < t,}
uttryckt som en sannolikhetsfordelning efter det att vi erhallit observationgrna
vid tidpunkternat,,,n = 0, 1,2, ..., N. Dessutom finns en rotnqg som beskri-
ver var initialuppfattning uttryckt som en sannolikhetsférdelning for processen
{X(7),t < to} fram till dess den forsta observationen erhalles. Slutligen har vi
en uppsattning noder for storheteripan = 0,1, 2, .... .

Den riktade grafen har foljande struktur. Rotnodern&Xgyrp, samth,,, n =

0,1,2,.... Sen finns det en kant fran till U, och likasa kanter frap, till U, for

n=0,1,2,..., N —1 och kanter frarh,, till U, forn =0, 1,2, .... Vidare finns det
kanter franX, till Y,, och kanter frart, till Y, for n = 0,1,2, ..., N. Slutligen
finns kanter frary,, till p, fér n = 0,1,2,..., N och kanter fré&rp, till 7, ., for

n=012 .. N—1.
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Figur 3

For att slutféra beskrivningen av det Bayesianska natet behover vi dels faststalla
fordelningen for rotnodern,, p-_, ochh,, n =0, 1,2, ... samt de betingade for-
delningarna for de 6vriga noderna. Det ar inte svart att med hjalp av de funktioner
som infordes i foregaende avsnitt harleda de betingade sannolikhetsfordelning-
arna. De stokastiska fordelningarna i rotnoderna kan inte harledas med hjalp av
nagra fysikaliska 6vervaganden utan maste preciseras beroende pa omstandighe-
terna.

Aven om Bayesianska nat ar lampliga strukturer ur berékningssynpunkt, sa
galler anda att om tillstdndsrummen blir valdigt stora s& blir berakningstiderna
ocksa valdigt langa. | det senaste exemplet dar vi beskriver en Dold Markovpro-
cess med flera observationssystem och mycket generell valfunktion, s& maste man
sakert i praktiken gora kraftiga forenklingar bade vad avser sannolikhetsfordel-
ningarnas form som exempelvis valfunktionens beroende av var tillstdndsuppfatt-
ning. En forsta forenkling som ligger mycket nara till hands att goéra ar att lata
valfunktionen enbart bero pa var uppfattning om processen just nar vi skall gora
valet av observationsystem, dvs pé& den sannolikhetsfordelning som vi betecknar
D, i stallet for att 1ata valfunktionen bero pa sannolikhetsfordelningsom anger
var uppfattning om processéiX (7), 7 € 7 } fram till tident¢. Tillstdndsrummen
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pa vilka sannolikhetsfordelningarng och 7 ar definierade kan i praktiken bli
mycket stora - sa stora att exakta berakningar blir omgjliga att genomfora.

| praktiken behdver man darfoér ofta anvanda sig av olika tekniker som kan
minska berakningstiden. En teknik &r att anvénda sig av ett troskelvarde som anger
den grans nar ett lagt sannolikhetsvarde kan ersattas med 0. En annan enkel teknik
ar att fora samman (aggregera) narliggande tillstand till ett gemensamt tillstand,
varigenom tillstandsrummets storlek kan minskas.

8 Analys med hjalp av Bayesianska nat.

Syftet med att beskriva de Dolda Markovprocesserna som vi inférde i avsnitt 6
med hjalp av Bayesianska natverk &ar att vi vill anvénda teorin foér Bayesianska
natverk for att besvara olika fragestallningar rérande de Dolda Markovprocesser-
na.

Situationen ar vasentligen som féljer. Antag att vi modellerar vart analyspro-
blem som en Dold Markovprocess med flera observationssystem. Dvs, vi har 1)
en modell fér hur en tillstandsvektor forandras over tiden, 2) en modell for hur
vi véljer observationssystem beroende pa var uppfattning om tillstandsvektorn,
och 3) en modell for hur observationsdata beror pa observationssystem och till-
standsvektorn. Denna information ar vad vi behover for att sa att séaga “ladda” det
Bayesianska natverket.

Darefter “exekveras” natet. Det innebar att vi gor vara val av observationssy-
stemU,,,n = 1,2, ...,n, och vi erhaller vara observationgr,n = 1,2,...,n. Sa
fort vi erhallit en ny observatiol,, sa kan vi med hjalp av enkla algoritmer uppda-
tera dels sannolikhetsfordelningarnafgy,, m =0,1,2,...,n—1,n,n+1,..., N,

dels sannolikhetsférdelningen fﬁ,t;, respektivq??n,. Daremot kommer sannolik-

hetsférdelningarna f@m,m <n respektive{?m,m < n inte att férandras ef-
tersom vara redan gjorda val av observationssystem inte kommer att forandras.
Som papekats ovan kan uppdateringen av sannolikhetsfordelningarna hos de
enstaka noderna goras latt i Bayesianska néat helt enkelt med hjalp av Bayes for-
mel. Ett tillampningsomrade dar Bayesianska nat anvants med stor framgang det
senaste decenniet ar kodningsteori. Se t.ex. [5] och [15].
| kodningsteorin &r man ofta intresserad av att berdkna foljande storhet:

max Pr(X; = x1,..., Xy = a2y|Y1 = a1, ..., Yy = ap]

varvid maximum sokes over alla mojliga varden pa,, ..., z,,. Sadana max-
vardesberakningar kan ocksa goras snabbt i Bayesianska natverk med algoritmer
liknande Viterbialgoritmen.
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Den har typen av fragestéallning kommer sékert att visa sig viktig i samband
med lagesanalys. Att kunna bestdmma storsta sannolikheten fér en féljd av till-
stand ett antal tidssteg bakat i tiden t.ex.

max Pr(Xy_s = tn_2, Xn_1 = 2n_1, Xy = on|Y1 = ay, ..., Yy = an],
och saledes inte bara maximumvéardet
max Pr[Xy = zy|Y1 = a1, ..., YN = an]

kommer det sékert att finnas behov for, och med hjalp av de algoritmer som ut-
vecklats inom teorin for Bayesianska nat kan detta ocksa goras. Helst skulle man
vilja kunna berékna sannolikhetsfordelningen for

PT[XN,H = ;EN,n,XN,nJrl = TN-n+1, -~-~7XN = $N|Yi = ay, ...,YN = CLN]
for ett antal tidssteg bakat, och inte bara maximumvardet
max PriXn_n =2Tn_n, XN-nt1 = TN-ni1, - XN = 2n|Y1 = a1, ..., Yy = an].

| teorin ar detta inte komplicerat men i praktiken ar en bestamning av en flerdi-
mensionell férdelningsfunktion ofta mycket tidskravande.

9 Dolda Markovprocesser med aktionssystem.

| detta avsnitt beskriver vi ytterligare ett antal storheter och variabler, som en
modell fér markmalféljning kan tankas innehalla.

Vi bdrjar med att infora en speciell klass av noder som kan kallas for vader-
situationsnoder. Vadersituationen paverkar 1) vart val av observationssystem, 2)
den observation som erhalles av ett observationssystem, 3) rorelsen hos processen
{X(r),7 € T}, 4) vart val av aktionssystem, samt 5) resultatet av en aktion. Det
finns darfor skal att i den allmanna systembeskrivningen inkludera aven vadersi-
tuationen vid olika tidpunkter som tillstandsvariabler. Vi betecknar dessa storheter
Wo, W1, ... W,anger saledes vadersituationen vid tidpunkten

Att inkludera dessa storheter i ett Bayesiansk néat ar enkelt att gora. Lat oss
utga fran den generella modell som beskrevs i slutet av avsnitt 6 (se Figur 3 i
avsnitt 7.) Vi har sadledes en Markovprocdsé(7), 7 € 7} med en kand 6ver-
gangssannolikhetsfunktigniz, v, s, ). Vi har en samlings = {s, 9, ..., sar} av
observationssystem och en tillhérande valfunktion som beror pa var uppfattning
om Markovprocessen och var omvarldsuppfattning. For varje observationssystem
sk har vi definierat en sannolikhetsfunktigf, ¢, a; k) som bestammer sannolik-
heten for att observationssystemsgtid tident erhaller observation om tillstan-
det fér MarkovprocessefiX (1), 7 € 7'} vid tident var z. Var omvarldsuppfatt-
ning vid tident beskriver vi med hjalp av en sannolikhetsfordelningiver alla
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tankbara omvarldstillstang € G. Var omvarldsuppfattning kan paverka valet av
observationssystem.

Nar vi nu infor vadersituationen som en egen explicit storhet s& kommer det
Bayesianska natet att utvidgas pa foljande satt.

Forst och framst sa infogar vi noderig,, W, ...W,...... Vidare fogar vi
kanter frani,,_, till W,, n = 1,2, ... . Vidare gar det kanter frai/, till X,
till U,,.., och till Y,,.

Fogar vi dessa noder och grafer till figuren i Figur 3 erhaller vi foljande nat-
verk.

Néasta utvidgning vi ska beskriva ar den situation da man har mojlighet att
aktivt ingripa i markmalens rorelse. Vi tanker oss alltsa att vi har tillgangkil
tionssystem

Situationen &r alltsa foljande. Efter att vi erhallit en ny observatiphar vi
mojlighet att interagera med processegki(7), = € 7} genom att vélja ett av
flera mojliga aktionssystem. Vi tanker oss saledes att vi har flera aktionssystem
att valja mellan. Vi betecknar mangden av aktionssystemfwedfi, f2, ..., fv; }
dar salededV; anger antalet mdjliga aktionssystem.
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For varje aktionssysterf, tillordnar vi en sannolikhetsfunktiosy (x, ¢, z,w)
som anger sannolikheten for att processen vid tiden straxtestell befinna sig
i tillstdnd = efter det att vi vid tidpunkt anvant aktionsysterni; och processen da
befann sig i tillstandet och vadersituationen var.

Precis som for de olika observationssysteragrk = 1,2, ..., M infor vi en
valfunktion som bestammer sannolikheten for att vi vid tiddreslutar oss for
att anvanda aktionssystemgt Vi betecknar valfunktione® (w, h, t,w, j) och i
analogi med valfunktionen for observationssystem later vi valfunktionen
D(w, h,t,w, ) bero pa var uppfattning: om processed X (1), = € 7}, var
omvarldsuppfattning, tidpunktent, samt vadersituationen.

Ytterligare en situation som vi vill kunna hantera ar den situationen da vi ovan-
tat erhaller ny information om var Markovprocessen befann sig vid en viss (tidiga-
re) tidpunkt. Vi vill pa ett enkelt sétt - inom modellens ram - kunna hantera denna
typ av ny information.

Det sétt vi gor det pa ar att vi tanker oss att mellan tva observationstidpunkter
sa har ett externt observationssystem, som vi inte kan paverka, observerat pro-
cessen. Oftast kommer denna externa observation sa att saga vara tom, dvs det
gors ingen extern observation, och da férandras varken sannolikhetsfordelningen
for den stokastiska processen eller var uppfattning om den stokastiska processen.
Emellanat erhalles dock ny extern information och da gors uppdateringar.

Vi ska nu beskriva denna generaliserade version av en Dold Markovprocess
som ett Bayesianskt natverk.

Vi utgar fran den beskrivning som ledde fram till Figur 4 ovan. Eftersom
resultatet av en aktion beror saval pa vilket aktionssystem som valdes, som pa
vadersituationen, som pa tillstandet, ar det lampligt att infora ytterligare en till-
standsnod som anger tillstdndet omedelbart efter en aktion. Vi betecknar dessa
noderX,, n = 0,1,2, ... . Vi infér dessutom ytterligare noder, som vi betecknar
Zn, n=20,12,..,NochE,, n=0,1,2,...N.Z,, n=0,12, .. N anger
vilket aktionssystem som vi valde. Vardena pa storheténan = 0,1,2, ..., N
ar sledeg, 2, ..., N;. Dessutom fa¢Z,,, n = 0,1,2,..., N anta vardet som be-
tyder att inget aktionssystem valdes,, n = 0,1,2,..., N, anger ett utfall pa
eventuell extern information rorande tillstandet hos den stokastiska varidheln

| det Bayesianska nat vi presenterar har vi valt att knyta denna “informations-
nod” till nodernaf(n men den kunde lika garna knutits till noder~g.

Vi fogar nu ytterligare kanter till det Bayesianska natet. Vi tillfogar kanter

frn noderng,, n = 0,1,2, ... till nodernaZ,, n = 1,2, ..., N som allts& anger
vilket aktionssystem som valdes vid tidpunktgn Vidare tillfogar vi kanter fran
nodernaZ,,, n = 0,1,2,..., N och nodernaX,,, n = 0,1,2,..., N till noderna

X,, n=0,1,2,...,N samt nya kanter fran noderng, n = 1,2, .. till Z,, n =
0,1,2,..., N vilket beskriver att vart val av aktionssystem ocksa kan paverkas av
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var omvarldsuppfattning. Dessutom fogar vi en kant fi?’énill Zy. Vidare fogar

vi en kant franX,, till E,, n = 0,1, ..., N, samt kanter fr&#,,, n = 0,1, ..., N

till ﬁn, n = 0,1,2,.... Dessutom fogar vi ett antal kanter fran “vadernoderna”
W,, n = 0,1,..., N namligen franW,, till X,, fr&n W, till X,.,, samt fran
W, till Z,, Slutligen ersatter vi kanterna fra, till Y, med kanter fr&nx,, till

Y,, n=0,1,2,...,N.

?

Figur 5

10 Dolda Markovprocesser och Kalmanfilter.

| detta avslutande kapitel skall vi kort beskriva hur modeller baserade pa Kalman-
filterteorin kan fogas in i det synsatt som redogjorts for ovan.

| korthet ar teorin for Kalmanfilter féljande. L&t, 71, 7>, ... vara en sekvens
av tillstandsvektorefz,, kan t ex ange, lageskoordinater, hastighetskoordinater och
accelerationskoordinater for ett objekt vid tidgn
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Lat7,,v;,7s, ... beteckna matningar av respektitg z,, 7o, ... gjorda vid tid-
punkterna, ti, to, .....

Begreppet filter brukar tolkas sa att man med hjalp av filtret vill astadkom-
ma en skattning av tillstandsvektomy (vid tident,) pa basis av méatningarna
Yo, U1, Uas ---- BEQreppet prediktion brukar anvandas for att skagtepa basis av
matningarna (observationermg) 7, , v, -..7,, vid en tidpunkt,, senare an,.

| Kalmanfilterteorin harleder man en optimal skattningsmetod for en klass av
modeller.

Vi ska har helt kort redogora for Kalmanfilterteorin for ett enkelt linjart sy-
stem. Vi betraktar ett system vid tidpunkterhat,,.... . Systemets tillstand be-
skrivs med hjélp av en tillstandsvektor. Vardet pa denna tillstandsvektor forandras
med tiden. Samspelet mellan tva konsekutiva tillstipachz, ., beskrivs med
foljande formel.

Tpt1 = ¢, T, + W, (10)

varvid ®,, anger ett linjart samband, oai#, antas vara en normalfordelad stokas-
tisk vektor med medelvardesvektor lika med nollvektorn och med kovariansmatris
Q.. @, ar sdledes em x m-matris om tillstandsvektorn har dimension Det
initiala laget vid tidpunktert, antas vara normalférdelat med medelvardesvektor
To. och kovariansmatri®,. Detta betyder att systemet som vi studerar modelle-
ras som en MarkovkedjX,,,n = 0,1,2,... med ganska speciell struktur. Till-
standsvektorn &m-dimensionell med tillstandsrummet = hek¥®. Startfordel-
ningenp, ar normalférdelad med kand foérdelning. Overgangssannolikhetsfunk-
tionerna som styr processen mellan tva tidpunkteocht,., karaktariseras av

en tathetsfunktiorf (z, v, t,,, t,+1), Som i detta fall kan skrivas

P, tns tar) = (|det(@Qn)|/(V/(21)™)eap(—(PnT = §)' Qu(®nT —7)/2)-

Eftersom en Markovkedja kan uttryckas som ett Bayesianskt natverk pa ett
mycket enkelt satt, kan sambandet (7) ovan illustreras pa foljande enkla sétt.

N N

Figur 6

| de enklaste modellerna i Kalmanfilterteorin antar man att sambandet mel-
lan en tillstAndsvektoF och matdata (observationsdata) kan skrivas sapt:
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H7+7v varvidy anger erk-dimensionell vektory anger demn-dimensionella till-
standsvektornd anger ett linjart samband mellgrochz uttryckt som ernk x m
matris, ochv ar enk-dimensionell felvektor, som aterigen antas vara en normal-
fordelad stokastisk vektor med medelvardesvektor lika med nollvektorn och med
kovariansmatrig?.

Uttryckt i den begreppsapparat som vi infort for Dolda Markovprocesser kan
saledes matningarna ses som observationer av en Markovkedja. Sannolikhetsfunk-
tionen som styr observationsutfaligt, givet att tillstandet var,, kan i detta fall
uttryckas med hjalp av en tathetsfunktion

%L(fm yn) ‘det ‘/ \/27T ea:p ann - ?n)tRn<HnTn - gn)/2)

Detta linjara Kalmanfilter kan saledes betraktas som en Dold Markovprocess med
ett observationssystem. (Se Figur 7 nedan och jamfér med Figur 1.)

o

Figur 7

Som papekats ovan ar styrkan med Bayesianska néat att man snabbt kan sprida
information fran en nod till de 6vriga. Emellertid s& forutsatter detta i allmanhet
att alla utfallsrum ar andliga. Men det finns andra situationer da den uppdatering
av de betingade sannolikhetsfunktionerna som maste géras da man erhaller ny in-
formation kan gdras snabbt och effektivt, och en sadan situation &r just den da alla
inblandade sannolikhetsfordelningar ar normalférdelningar. De berédkningsform-
ler som man harleder inom Kalmanfilterteorin bygger pa Bayes sats, och denna
sats ar ocksa grunden for uppdateringen i Bayesianska nat.

Det som ar intressant att konstatera ar att om man fogar detta exempel inom
Kalmanfilterteorin in i teorin fér Dolda Markovprocesser, forsvinner all diskus-
sion om optimalitet. De observationer som erhalles skapar betingade férdelningar
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hos noderna som beskriver Markovprocessens tillstand. Dessa fordelningar kom-
mer i detta Kalmanfilterteoriexempel alltid att vara normalférdelningar vilket gor

att det tillstand for vilket tathetsfunktionen antar storst varde ar medelvardet. Dar-
for, om man maste skatta ett varde for tillstandet ar det naturligt att valja medel-
vardet som skattning. Att denna skattning &r medelvardesriktig &r uppenbart och
att den dessutom har minst varians - och i den meningen ar bast - ar en konsekvens
av egenskaper hos normalférdelningen.

Vi ska inte har fordjupa oss i nagra berakningsdetaljer men vi ska anda nagot
beréra de matematiska berakningsproblemen. Antag saledes att vi erhallit obser-
vationeny,,. Det ar da ur principiell synvinkel inte svart att beréakna den betingade
fordelningen forz, givet observationep,. Tathetsfunktionen oz, 7,) ar nam-
ligen

F(@o. 7o) = (Jdet(Po)|/(v/(2m)™))exp(—(To — To)' Po(To — To)-

(|det(Qo)l/(v/(2m)™))exp(—(HoTo — o) Ro(HoTo — To)/2)-

Med hjélp av elementér, men inte trivial, integrationskalkyl kan man integrera
ut variabelnz, och pa sa satt bestimma sannolikhetsférdelninge, fom at-
hetsfunktionen fory, blir en ny normalférdelning, och téathetsfunktionen fér den
betingade fordelningen far, fas genom division av tathetsfunktioner for tva nor-
malférdelningar vilket medfor att denna nya tathetsfunktion ocksa blir normalfor-
delad.

Innan vi avslutar detta kapitel nagra ord om hur Kalmanfilterteorin for olin-
jara system forhaller sig till teorin for Bayesianska nat och den begreppsbildning
for Dolda Markovprocesser som vi redogjort fér ovan. Ur beskrivningssynvinkel
blir det ingen skillnad alls. Skillnaderna uppstar i samband med berdkningarna.
Eftersom de deterministiska sambanden ej langre ar linjara samband sa kommer
de betingade fordelningarna i allmanhet inte langre vara majliga ett berdkna ex-
plicit. De betingade fordelningarna kommer namligen inte langre att vara nor-
malfordelningar. Om vi emellertid t.ex. gor diskretisering av tillstdndsrummet for
z-variablerna, och saledes diskretiserar roérelsemodellen for tillstanden, men Ia-
ter sannolikhetsfunktionerna for observationerna fortfarande vara normalférdel-
ningar, sa har man i den Bayesiansk natverksteorin visat att det da fortfarande ar
mojligt att gora snabba uppdateringar. (Se t.ex [2], Kap 7.)
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11 Appendix 1.

Bevis av Teorem 5.1Vi borjar med att citera tva resultat fran uppsatsen [9]. Forst
nagra beteckningar. L&t = {m,; : 1 <1, j < d} beteckna en ickenegaiix d
matris. Vi laterS beteckna mangden

S ={1,2,...d}.

Ibland, t.ex nar ett matrisuttryck ar langt kan det vara andamalsenligt att ha till-
gang till foljande beteckning:

Vi behover ocksa en beteckning for radsumman och anvander beteckningen

(M); = (M), (12)

Normen for end x d-matris definierar vi
[1M]] = max(M); (13)
For att fa dverensstammelse med beteckningarnai [9] 1at€ri { (1, za, ..., 74) :
x >0, 1 = 1,2,...,d och Zf x; = 1}, och precis som tidigare, om
x = (1, T, ..., 7q) € R sd galler att|z|| = Y0, |z,|. Elementen ik betraktar
vi som radvektorer.
Det ar ocksa andamalsenligt for oss att inféra en beteckning for de rader re-

spektive kolumner som har nagot element som ar positivt. For en icke-negativ
d x d-matris infor vi darfér beteckningarna

Si(M)={i:(M);; >0, minst ettj,1<j<d}
och
So(M)={j:(M);; >0, minst etti,l <i<d}.
Nedanstaende lemma bevisades i [9].

Lemma 11.1 ([9], Lemma 6.1.) Lat)M, Mo, ..., M,, vara ickenegativa, subrek-
tangularad x d matriser sa att

max{(M,y,);;:1<i,j <d} <1, m=12 .n. (14)
Lat U = M, M,...M, och antag att
|U]| > 0.
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Satt

Om = min{(M,,)i; : (My,)i; >0}, m=1,2,..,n

1]
Om nuz € K ochy € K och dessutom savikU|| > 0 som||yU|| > 0 s& géller
1@U/||2U = yU/|lyUlNI| < d x (T, (1 = 6 n).

Teorem 5.1 foljer nu ganska latt fran detta lemma. For tydlighets skull uppre-
par vi formuleringen av Teorem 5.1.
Teorem 5.1.Betrakta en Dold Markovprocess med andligt tillstdndsrum och and-
ligt observationsrum och antag att Villkor 5.1 galler. Ltbeteckna den likfor-
miga fordelningen 6ver tillstandsrummet, Iﬁ,;(al,aQ, ..., a,,) beteckna den be-
tingade fordelningen fér den underliggande Markovprocessen vid ftigeivet
att initialférdelningen var\ och att man erhallit observationerna,, ..., a,, vid
tidpunkternaty, t,, ..., t,,, och lat pa motsvarande séif (a, ..., a,,) beteckna den
betingade fordelningen for den underliggande Markovprocessen givet att initial-
fordelningen var, i stallet for \, och d& man aterigen erhallit observationerna
ai, as, ..., a, Vid tidpunkternas, t, ..., t,.

Da galler, att det finns konstant&r och p oberoende av: sa att forn =
1,2, ... galler att

~

||ﬁn(alaa27 ...,CLn) - /\n(alya27 cey an)” S O ' pn (5>

varvidp ar < 1.

Beviset bygger pa Lemma 11.1 och det faktum att bﬁg{el, as, ..., a,) och
pnla, ..., a,) kan skrivas med hjélp av matrisprodukter. Av formel (4) i Avsnitt 5
féljer namligen att

ﬁn(alu ag, ..., an) = pOplQl,cu-~--PnQn,an/"pOPIQl,al----PnQn,anH7

och att

~

)\n(ala az, ..., an) = )\PlQl,cu-~--PnQn,an/H)\PlQl,a1---~PnQn,an|’~

Vi ska forst visa att det finns t&l; ochp < 1 sa att formel (5) i Teorem 5.1
galler omn > 2m, dvs att

Hﬁn(ala ag, ..., an) - Xn(ala az, ..., an)” S Cl ' pn
galler omn > 2mg dérmy ar heltalskonstanten i Villkor 5.1.

Lat sdledes > 2myg. SKkrivn = gmg + r dar0 < r < my. Definiera nu
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Wl == PlQl,mP2Q2,a2"'Pmo+ero+r,am0+r

ochW;,i=2,3,...g genom

W; = P(i—l)mo+r+1Q(i—1)mo+r+1,a(i,1)m(}+r+1 P(i—l)mo+r+2Q(i—1)mo+r+2,a(i,1)m0+r+2‘-‘

A Pim()"l‘r Qimo +7‘7ai7n0+7' N

Det ar latt att inse att for alla matriserifig;, i = 1,2, ..., g sa galler att matri-
serna ar ickenegativa och att storsta vardet ar Dessutom géller att matriserna
Wi, i = 2,3,...,g ar sa att séaga “uppbyggda” med hjalp av exakt observa-
tioner. Av Villkor 5.1 foljer darfor att fori = 2,3, ..., g géller dels attiV;, ar
subrektangular, dels att

min{(W;);x: (Wi)x > 0} > k.

j7k

Eftersom matriseml; ar “uppbyggd” av minsin, matriser foljer av Villkor 5.1
och Lemma 5.1 att avei, ar en subrektangular matris, som ocksa ar sadan att
storsta vardet 1.

Satt nu

U - W1W2...Wg.

Eftersom observationern@, as, ..., a,, ...} ar realiserade observationer , géller
att saval

[|AU|| > 0
som
|lpoU|| > 0.

Av Lemma 11.1 féljer nu

IAU/IAUT]) = (poU/l[poU ]| < d-T5(1 = £7) =

n—=2mog

d(l —_ lis)gil — d(l _ I{?))(”*mO*T)/mO <d- ((1 _ HS)I/mo)

—2m

Satter vi nup = (1 — x%)"/™ ochCy = d((1 — /-:3/)1/7"0) " finner vi att olik-

heten (5) galler med = C; omn > 2mj.
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Eftersom

~

Hﬁn<a’17a27 "'7an) - )\n<a17a27 7an)” S 2

for allan > 1 foljer att olikheten (5) ar sann for = 1,2, ..., om vi i stallet for att
valjaC = ) véljer C = C, darC, forstorats upp i jamforelse med, pa sa satt
att

Cg = QClp_QmO .

Déarmed ar beviset av Teorem 5.1 klart.

Bevis av Teorem 5.2Beviset av Teorem 5.2 ar betydligt langre. Beviset foljer
till stora delar beviset av Theorem A i [9]. For tydlighets skull upprepar vi for-
muleringen. Men eftersom vi férandrat beteckningarna sa ska vi formulera satsen
med hjalp av de nya beteckningarna.

Lat darforS = {1,2, ..., d} vara tillstAndsrummet for den underliggande Mar-
kovprocessen, lat som tidigare beteckna observationsrummet, som vi antar ar
andligt, 1&tK = {(x1, 29, ..., zq) € R : 2, >0, i = 1,2,....d, Y% 2, = 1},vara
méangden av sannolihetsfordelningar over tillstandsrumshetch 1atC[K] be-
teckna mangden av kontinuerliga funktionerfga(Den mangden betecknade vi
C1V] i avsnitt 5 och avsnitt 6).

Teorem 5.2.Betrakta en stabil Dold Markovprocess med andligt tillstandsrum
och andligt observationsrum , och antag att den underliggande Markovkedjan
{X(to), X (t1),...X(t,)...} &r odelbar. Antag ocksa att Villkor 5.1 galler.

Lat 1 ochv beteckna tva godtyckliga initialférdelningar, 18, Y5, ..., Y, be-
teckna observationerna vid tidpunkternat,, ..., t,, da startférdelningen vay:
och lat Z,, Z,, ..., Z, beteckna observationerna vid tidpunkterhat,, ..., t,, da
startfordelningen vaw. (Y1,Ys,....Y, och Z,, Z, ..., Z,, &r sdledes stokastiska
storheter.)

Lat /i, (Y1, Ys, ..., Y,) ochiy,(Zy, Zs, ..., Z,) beteckna de betingade fordelning-
arna for den underliggande Markovprocessen vid tidera startfordelningen
var respektive: ochv. (i1, (Y1, Y, ..., Y,) ochi, (Zy, Z,, ..., Z,,) &r séledes ocksa
stokastiska variabler vars varden beror pa utfallénYs, ..., Y,, respektive
VARV T/

Da géller, att for varjeu € C[K]

limoo(E[u(fin(Yr, Yar s V)| — E[u(in(Z0, Zay s Z2))]) = 0. (15)

Vi ska nu forst pavisa att foljden av betingade fordelningar kan ses som en
tillstandsprocess inducerad av ett sa kaltakastiskt system med fullstandig ater-

koppling
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Vi definierar avbildningarna,, : K x A — K, n=1,2,... genom

ho(x,a) = 2PyQna/||xPuQnall, om ||2PQnall >0

ho(x,a) =z, om ||2P,Qnal| =0,

och vi definierar sannolikhetsfunktionerpa : K x A — [0,1], n = 1,2, ...
genom

gn(, a) = [[2BQna -

FyrtuppelnR={ K, A, h,,, g, } bildar ett matematiskt begrepp som kalkiekas-
tiskt system med fullstandig aterkopplifpg engelské&random system with com-
plete connections’ Till ett stokastiskt system med fullstandig aterkoppling kan
man for varje element € K generera tva stokastiska processer som vi betecknar
{X,(z),n =0,1,2,...} och{Y,(z),n = 1,2,...} pa féljande satt: Vi definierar
Xo(x) = x. Sen valjer viY;(z) slumpmassigt med hjalp av sannolikhetsfunktio-
neng; (Xo(z), -) varefter vi erhdlletX; (x) genom

Xi(z) = hi(Xo(), Yi(x)).

Sen anvander (X, (), -) for att erhdllaY;(z), och X,(x) erhaller vi sen ge-
nom att bilda

Xa(x) = ha(X1(2), Ya(2)).

Osv. ProcesseflX,, (z),n = 0,1,2,...} & en Markovkedja, och kallas for till-
standsprocessen, medgh,(z),n = 1,2, ...} ejar en Markovkedja och kallas for
observationsprocessen eller handelseprocessen. Fordelning&p(fdr beteck-
nar vi medy, ..

Med dessa beteckningar till vart forfogande och med hjalp av formlerna (3)
och (4) i avsnitt 5, ar det inte svart att inse att foljdgin, (Y1, Ys,...,Y,),n =
1,2, ...} kan beteckna$ X, (u),n = 1,2, ...} dar den senare foljden ar tillstands-
processen med starfui som hor till det stokastiska systenmt={ K, A, h,,, g, }
som vi introducerade ovan och étt, (7, 7, ..., Z,),n = 1,2, ...} pA motsvaran-
de satt kan beteckndsY,,(v),n = 1,2, ...} dar den senare foljden ar tillstands-
processen med starvisom hor till det stokastiska systenfet{ K, A, h,,, g, }

For att bevisa (15) skall vi darfor visa

lim (Efu(X, ()] — Efu(X, (1)) = 0 (16)

n—oo
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omu € C[K].
Foru € C[K] definierar vi

|lul| = sup{u(x) : z € K}.
Lat
LiplK] = {u € CIK] : supazy|u(z) —u(y)l/|lx —yl| < oo},

och foru € Lip[K] lat

() = supagyule) — uy)l/l]z - yl| < oo.

Eftersom varje kontinuerlig funktion @'[K| kan approximeras godtyckligt val
med en funktion iL:p[ K], dvs omu € C[K] oche > 0 finns en funktionv
Lip|K] sd att||u — v|| < ¢, ar det latt att inse att det réacker att bevisa (16) for all
funktioneru € Lip[K].

Beviset av (16) for det fall att funktioneni formel (16) tillhor klasserLip| K]
ska vi genomfora i tva steg. Vi formulerar foljande lemma.

Lemma 11.2 Fér m = 0,1,2,... ochn = 0, 1,2, ... géller att omu € Lip[K] sa
foljer

| Elu( X (21)) [ X = 2] = E[u(Xom (22))| Xm = y]| <

(ull + 2y (w))[|z1 — 22| (17)
Lemma 11.2 &r en omedelbar konsekvens av féljande lemma.

Lemma 11.3 Betrakta en Markovkedja med tillstAndsruin= {1,2,...,d} och
overgangsmatrig”. Lat A vara ett andligt observationsrum = {a;, as, ..., a,, }.
Lat Q = {q(i,ar),i = 1,2,...,d, k = 1,2,...,m} vara en observationsmatris.
Fora € Alat Q, = {Q.(1,7), i = 1,2,....,d, 7 = 1,2,...,d} beteckna den
diagonalmatris sadan at), (i, ) = ¢; ..

Lat som ovark = {x = (11, 29, ...,1q) € R : 2; > 0, x; = 1}. Definiera
en Markovkedja p& genom en sannolikhetsfunktidhdefinierad av

R(z,y) = [[2PQa|| om y =2PQ./||zPQall, a € A,

R(z,y) =0 om y # zPQ./||xPQ.||, alla a € A.

Lat {X,(z) : n = 0,1,2,...} beteckna Markovkedjan som startar i punktes
K.Latu € Lip[K].
Da galler

|Elu(X1(2))] = Elu(Xi(y)]| < (lull + 2y(w)llz = yl]. (18)
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Beviset av detta lemma kan antingen goras sa att man utnyttjar resultaten i be-
viset av Lemma 4.3 i uppsatsen [9] och det faktum att de mer allménna observa-
tionsmatriser som vi betraktar, kan, med hjalp av utvidgning av tillstandsrummet,
skrivas pa den speciella form som behandlas i Lemma 4.3 i [9]. Eller s& kan man
kopiera ideerna i beviset av Lemma 4.3 i [9] till den mer allmanna situation som
vi behandlar i denna uppsats. Vi skjuter upp beviset av Lemma 11.3 till Appendix
2.

Det remarkabla med ovanstaende lemma ar att resultatet ar helt oberoende av
sannolikheterna som styr Markovkedjan och av vardena i den matris som bestam-
mer sannolikheterna for olika observationer. Pa grund av denna allméangiltighet
foljer nu att (17) galler omu € Lip[K| varav Lemma 11.2 foljer.

Det som aterstar for att slutféra beviset av Teorem 5.2 &r att visa att om vi be-
traktar tva oberoende tillstdndsfoljdgK,(z),n = 0,1,2,...} och{X/ (y),n =
0,1,2,...} inducerade av det stokastiska system med fullstandig aterkoppling som
viinfért ovan, varvid{ X,,(z),n = 0, 1, 2, ...} startar i punkter, och{ X/ (y),n =
0,1,2,...} startar i punktery sa kommer dessa foljder forr eller senare vara god-
tyckligt nara varandra. Ty om sa ar fallet foljer sen latt att utsagan (16) ar sann for
allaw € Lip[K], som vi strax skall visa.

Lat sdledeq X,,(z),n = 0,1,2,,,,} och{X!(y),n = 0,1,2,,,,} vara tva
oberoende tillstAndsfoljder inducerade av det stokastiska system med fullstéandig
aterkopplingR={ K, A, h,,, ¢, } som vi inférde ovan, den férra med statt,iden
senare med startji Valj e > 0 godtyckligt. Lat

Noy = min{n : || X,(z) = X, (y)|] <€}
Lemma 11.4 For varjey > 0 existerar ettN, sa att
Pr[N,, > No| <.

Beviset av detta lemma ar inte svart om man tar del av beviset av Lemma 5.1,
Lemma 5.2 och Lemma 5.3 i uppsatsen [9]. Beviset bygger pa att den Markovpro-
cess Vi betraktar ar odelbar och stabil och att ocksa den Dolda Markovprocess vi
betraktar ar stabil, vilkket medfdr att oavsett vilka varden som startpunktesoha

y har, s& kommer vid en fix andlig tidpunkt,, sag, med positiv sannolikhet de

tva oberoende foljdernfX,,(z),n = 0,1,2,,,,} och{X!(y),n = 0,1,2,,,,}

vara sadana att det finns en kompongnsag, sa att saval degrie komponenten

av Xy, (z) som denig:e komponenten ax, (y) att vara strikt positiva. Villkor

5.1 garanterar sen att med positiv sannolikhet kommer(z) — X, (y)|| att vara
mindre dne omn = Nj, sdg, darN; saledes eventuellt &r ett ganska stort tal.
Eftersom vi betraktar en Dold Markovprocess som ar stabil sa kan vi - sa att saga
- upprepa proceduren offX,,(z) — X/ (y)|| inte var tillrackligt liten, och genom

42



att upprepa tillrackligt manga ganger, dvs genom att vAljd lemmat tillrack-
ligt stort, s& kan vi garantera att sannolikheten for att handeélsgn> N, skall
intréffa, blir mindre an varje foérutbestamt positivt tal Ett fullstandigt bevis av
Lemma 11.4 ges i Appendix 2.

Med hjalp av Lemma 11.4 &r det nu inte svart att slutféra beviset. Lat saledes
e > 0 vara given. DefinieraV, , som ovan. Det géller da att

Elu(Xn(2)] = Elu(X, ()] = Eu(Xa(z)) — u(X,(y))] =
Y Blu(Xa(@) = ulX,(y)|Ney = KIPr[N,, = K]+

Elu(Xn(2)) = w(X5(y))|Nay > n]Pr[Ngy > nl.
Men nu galler pa grund av Lemma 11.2 att 6« & < n sa foljer att
|Elu(Xa(2)) — w(X5 )] Nay = K| < ([Jull + 2v(w))[|z — ylle.
Pa grund av Lemma 11.4 galler ocksa att
|Elu(Xa(2)) — (X5 ()| Nay > n]Pr{Ney > n]| < 2[ulle
omn valjs tillrackligt stort. Harav foljer att
|Elu(Xa(2))] = Elu(X, )] < (] + 2v(u)llz — ylle + 2| Julle

omn valjs tillréckligt stort varav foljer att (16) géaller om € Lip|K].
Bortsett frAn bevisen av Lemma 11.3 och Lemma 11.4 har vi nu bevisat Teo-
rem 5.2.

12 Appendix 2.

Bevis av Lemma 11.3Latx = (z1,2s, ..., z4) OChy = (y1, %2, ..., y4) beteckna
tva fixa men godtyckligt valda vektorer i mangdénvarvid som i foregaende
avsnitt K betecknar mangdeA’ = {z = (z1,22,...,24) € R : 2, > 0, i =

1,2,..d, S =1}
Vi later {e;, i = 1,2, ..., d} beteckna basvektorernai’. Vi definierar nu

S1={ieS: x;>0 och y; >0}

So={ieS: x;>0 och y; =0}
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S3={ie€S: ;=0 och y; >0}
och
A, ={a€ A: ||zPQ,|| > 0}.

Som tidigare later viC[K] beteckna de kontinuerliga funktionerna pa och
Lip[K] de Lipschitz-kontinuerliga funktionerna.
Vi definierar nu vidard™ : C[K| — C[K] genom

Tu(z) = Y u(@PQu/||2PQu||)|2PQul|-

{a€As}

Att funktionenT'u(x) alltid &r kontinuerlig om funktionen(x) ar kontinuerlig
ar inte sjalvklart men féljer av uppskattningarna nedan.
Det vi maste bevisa for att bevisa Lemma 11.3 &r att

[Tu(z) = Tu(y)| < ([l +y(w)llz - yl|

omu € Lip|K]. Lat oss forst konstatera att
[ Tu(z) = Tu(y)| =

1> @i Y w@PQu/|lePQal)leiPQall + Y 7i Y u(xPQa/llxPQal|)lle:PQull-

€51 aGAei 1€Sy aEAei

Su S alyPQu/llyPQuDIePQall = S5 S ulyPQu/llyPQullePQull | =

i€S1  a€Ae; i€Ss  ac€Ae;

O (@i — ) > w@PQa/l|xPQull)lle; PQul|+

i€S] aGAei

D (@i =) Y u@PQufllePQul])llePQul |+

’iGSQ (leAei

S @i—9) S wlPQu/IlyPQul e PQull)+

i€S3 aEAei
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D ou Y (w@PQy/|[wPQul)) — u(yPQu/|lyPQul))le: PQall | = |1 + 1|

i€S1  a€A;

varvid
L= (zi—u) Y u@PQa/||xPQal|)lle:PQal|+
1€51 a€Ae,;

D (@wi—u) D> u@PQa/||xPQal])lle; PQul|+

1€S2 acAe,;

S (@i—y) Y u(yPQu/llyPQul))leiPQal|

i€S3 a€Ae;
och

L=Y > (xPQu/|lPQull) — u(yPQu/IlyPQul))le:PQul.
1€, aeAei

Eftersom for varje € S det galler

S llePQul =1

aEAei

foljer att

L <Yz —yilllull Y llePQall =

€S a€Ae,

[z —yl| - [Ju]].
For att avsluta beviset behdver vi ocksa bevisa att
[Io] < 2y(u)l|lz — yl].
For att visa detta ska vi anvanda en enkel olikhet for normaliserade vektorer.

Lemma 12.1 Lat = ochy var tva vektorer iR? sa att||z|| > 0 och||y|| > 0. D&
galler

(e /Ml] = y/llyDI < 2}z = yll/[]]]
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Bevis.Slutsatsen i lemmat foljer latt av triangelolikheten pa foljande satt.

/Ml = y/llyIDIT = G/ lel] = v/l + y/ 1l =y /1y IDIT <

[/ Ml] =y /M DI+ /el = v/ 1yIDI =

[z = yll/lll + 1[G/l = v/ 1yIDIl =

[z = yll/ 1l + 1 Cllyll =yl DI/ Al - lyll) =

[z =yl /[l + Tyl Hy [l =Tl [] D/l - yll) =

[z = yll/ 1l + [ Hyll =l /1]l <

|z = yll/ll=]] + [ly = «[[/[[z]] = 2[}x = yl|/[|«]|. VSB.

Vi ska nu uppskattd,. Eftersom|u(z;) — u(z2)| < vy(u)||x; — x2|| for alla
x1 € K ochz, € K foljer att

LI <))y > [(@PQa/l|xPQull — yPQa/llyPQul])| - [le:PQul |-

i651 CLGAei

Anvander vi nu Lemma 12.1 finner vi att

(2 PQa/|lxPQal| — yPQu/|lyPQulD| < 2(|JxPQa — yPQul)/[ly PQull

vilket i sin tur leder till att

L) < 29(uw) Y Y (12PQa — yPQall)yille: PQull/|lyPQul.

’iESl aeAei
Lat oss nu for varje € A definiera
S(a) ={i: [le;PQal| > 0}
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Kastar vi om summationsordiningen finner vi harnast att
1] < 2y(u) Y ((||2PQa — yPQul)/(lyPQall)) D ille:PQall.
acA 1€S(a)
Eftersom
> willeiPQall = |lyPQull
i€S(a)

foljer vidare att

L] < 2v(w) Y [[2PQq — yPQu |-

acA

Det aterstar att visa att

> N2PQa — yPQul| < ||z —yll.

acA
Vi konstaterar forst att for varje € A galler att

lePQu = yPQull < Y lwi =yl (PQu)i =

€S

Z |z — yil Zpi,ij,a

€S jes
varav foljer att
> 2PQu — yPQull <Y T lwi — wil > pijdsa
acA ac€A i€S jES
Omkastning av summationsordning ger nu
Z |2 PQa — yPQal| < Z [z — yil Zzpi,j%’,a-
acA €S j€S acA
Eftersom
> tGa=1
a€A
och
> p=1
jes

a7

(19)



foljer nu att

Z |2 — yil Zzpi,j%',a = Z |z — yil = ||z — y|

€S jES acA icS

varav slutligen foljer att

Z”$PQa_yPQa” S Hm_yH

acA

Darmed ar formel (19) visad och séledes ocksa Lemma YBB.

Bevis av Lemma 11.4Vi upprepar forutsattningarna och malet. Vi har saledes en
icke tidshomogen MarkovkedjaX,,,n = 0,1, 2, ...} med andligt tillstandsruny
och med 6vergangsmatriser

P, = {pn(l,j)}

och sadan att den ar bade odelbar och stabil. Vi har vidare en foljd av observatio-
ner som erhalles med hjalp av ett icke tidshomogent observationssystem, med ett
andligt tillstAndsrum4 med observationsmatriser

Qn = {Qn(iv a)}

dar saledes elementgt(i, a) bestammer sannolikheten for att vid tidpumnker-
halla observatiom om Markovkedjan{ X,,,n = 0, 1,2, ...} befinner sig i tillstan-
deti vid denna tidpunkt. Vi paminner ocksa om attbetecknads = {(xy, xs, ..., 24
2, >0,i=1,2,....,d, Sla; =1}

Med hjalp av matriserné?, } och{Q,,} kan vi definiera en fyrtuppel
R={K, A, h,,g,}, Som ett stokastiskt system med fullstandig aterkoppling defi-
nierat pa sa satt att funktionerha: K x A — K, n = 1,2, ... definieras genom

hn(x7 CL) - xPnQn,a/HxPnQn,aHa om HxPnQn,aH >0

ho(x,a) =z, om ||zP,Qnal| =0,
och sannolikhetsfunktionerng : K x A — [0,1], n =1,2,... genom

gn<x7 CL) = HxPnQn,aH
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Lat nu{X,(z),n = 0,1,2,,,,} och{X/(y),n = 0,1,2,,,, } vara tva obe-
roende tillstandsfoljder inducerade av det stokastiska systRmek’, A, h,, 9.},
den forra med starti, den senare med staryi Valj e > 0 godtyckligt och lat

Nay = min{n : [ Xy (z) — X5, (y)]| <€}

Det vi ska visa ar saledes foljande lemma.
Lemma 11.4.F0r varjey > 0 existerar ettN, sa att

Pr[N,, > No| < 7.

Som papekats i Appendix 1, ar detta lemma inte svart att bevisa om man tar
del av beviset av Lemma 5.3 i uppsatsen [9]. Till skillnad mot uppsatsen [9] &r den
underliggande MarkovkedjafX,,,n = 0, 1,2, ...} i vart fall inte tidshomogogen.

Vi kraver dock att den underliggande Markovkedjgh,,,n = 0,1,2,...} skall

vara odelbar och stabil och att &ven den Dolda Markovkedijan ar stabil. Det faktum
att den underliggande Markovkedjan ar odelbar och stabil medfor att féljande
galler.

Lemma 12.2 Det existerar ett tillstand,, ett heltaln, och ett strikt positivt taf,
sa att for varje tillstand € S och varje tidpunkt: finns en sekvens
{kn(2), kng1(2), oy knang (1)} @v tillstand i S sd attk,, (i) = i, kyin, (i) = 1o OCh

no

H P(Knrm—1(7), kn-i-m(l)) > 0p- (20)

m=1

Bevis. Att det for varje tillstand: € S och varje tidpunktn finns en sekvens
{kn(2), kna1(2), oy knano (1)} v tillstdnd iS sa att

Hp n+m— 1 n+m( ))>0

foljer av att den underliggande Markovkedjan ar odelbar, och att det dessutom
géller att

ng

inf{ [ | p(Fnsm—1(i), kngm (i) :n=0,1,2,..} > 0

foljer av forutsattningen att den underliggande Markovkedjan &r s@&iD.
Lat oss nu betrakta en sekvefis, (i), ki 1(7), -, kning (1)} @v tillstdnd iS sa
attk, (i) =4, kpin,(i) =1ip0Ch

o

H p(k”‘*'m—l(i)v kn—i-m(l)) > 0.

m=1
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Till varje sadan sekvens knyter vi en sekveihs, (i), ..., b,1n, (i)} av observa-
tioner i A valda pa sa satt att

Q(kn+l(z)7bn+l(z)) > 07 [ = 1727 ey T

Eftersom vi antagit att den Dolda Markovkedjan som vi betraktar ocksa ar stabil
sa innebar det att det finns ett falsa att

inf{ﬁ q(knsm (7)), bngm(i)) i€ S;n=0,1,2,...} > 0. (21)

Lat oss nu fow > 0 definiera
K(d,i0) = {x = (1,29, ..., xq) € K : 2;, > 0}.
Av olikheterna (20) och (21) foljer nu enkelt foljande resultat.

Lemma 12.3 {X,,(x),n =0,1,2,,,, } vara en tillstandsfoljd inducerad av
{K, A, h,,qg,} medstartizr € K. Da géller att det existerar ett positivt tal > 0
sa att for allaz € K och allay € K

Pr[Xping(2) € K(0001,i0)| Xn(z) =y] = 3
dar 3 ar oberoende aw, x ochy.

Vi utelamnar detaljerna i beviset.

Vi ska harnast utnyttja Villkor 5.1. Vart resonemang &r likartat det vi forde
ovan. Latm, beteckna heltalskonstanten som introduceras i Villkor 5.1. Definiera
N sa stort att

d(1 — )V < e (22)

varvid  ar konstanten i Villkor 5.1 och ar den godtyckligt valda konstanten som
ingar i formuleringen av Lemma 11.4. Lat oss for varje tidpunkietrakta en
sekvens{l,,(ig), ln11(i0), -, lnsn(i0)} Qv 1A4ngdN + 1 av tillstdnd iS sadan att
I, (ZQ) =1 och

N
Hp n+m—1 ZO n+m(ZO)) > 0.
m=1

Till varje s&dan sekvens knyter vi en sekvéns, | (i), ..., ¢, n(i0) } v observa-
tioner i A valda p& sa satt att

q(lntm(i0)s Cngm (i) >0, m=1,2,..,N.
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Lat nuy, ochy, vara tva element K som ocksa tillhoe< (6,4, 3o ). Definiera for
m=1,2,.,Nochn =0,1,2,... My, = PyimQnimecn.miio) OCh definiera
U, = M, Ms,,....My,. Av Villkor 5.1, Lemma 11.1 och definitionen av talét
( se formel (22)) foljer nu att

(1 Un/ |11 Unl| = v2Un/|ly2Unl )| < e (23)

Genom att kombinera Lemma 12.3 och uppskattningen (23), samt aterigen ut-
nyttja att bade Markovkedjan och den Dolda Markovkedjan ar stabila, féljer nu
féljande resultat.

Lemma 12.4 Lat som tidigare{ X,,(z),n =0,1,2,,,, } och

{X!(y),n =0,1,2,,,,} vara tvd oberoende tillstandsfoljder inducerade av det
stokastiska systemet med fullstandig aterkoppRwy{ K, A, h,., 9,,}, den forra
med start iz, den senare med staryi D& galler for varje heltal > 0 och varje
par av elemenyy, y» i K(dod1, 1) att det finns ett tab; sa att

Pr{||Xnin (@) = X vl < e | Xal@) = y1, Xuly) = 12] = B1.
Genom att nu kombinera Lemma 12.3 och Lemma 12.4 f6ljer omedelbart:

Lemma 12.5 Satt N, = ng + N. Da galler forn = 0,1,2, ... att
Pr{[Xoinm () = Xopn, I < €] > (8)°f1.
Slutligen genom att forst valjd/, sa stort att

(1—(8)°B)" <~

och sen definiera
Ny = Ni%

féljer nu av Lemma 12.5 tillsammans med Markovegenskapen att

Pr[N,, > No| <7,
dar sdledes

Nay = min{n : || Xy (z) — X, (y)|] <€}

Darmed &r beviset av Lemma 11.4 slutfort och saledes ocksa beviset av Teorem
5.2.

51



Referenser

[1] Artebrant, A. och Tyrberg,RDold Markovmodell for markmalféljning av
multipla objektExamensarbete, Matematiska Institutionen, Lunds Tekniska
Hogskola, 2001.

[2] Cowell, R.G, Dawid, A.P, Lauritzen, S.L. och Spiegelhalter, Pxhbabi-
listic Networks and Expert Systen@pringer, New York, NY, 1999.

[3] Doucet, A., de Freitas, N., och Gordon, 8equential Monte Carlo Methods
in PracticeSpringer, New York, NY, 2001.

[4] Ephraim, Y. och Merhav, NHidden Markov ProcessefEEE Trans Inf Th,
vol 48, sid 1521-1550, 2002.

[5] Frey, B.Graphical Models for Machine Learning and Digital Communica-
tion, MIT Press, Boston, Mass., USA 1998.

[6] Goodman,l.R., Mahler, R.P.S. och Nguyen, HVlathematics of Data Fu-
sion, Kluwer Academic Press, Dordrecht, Holland, 1997.

[7] Hall, D.H. och Llinas, JHandbook of Multisensor Data Fusip@RC Press,
Boca Raton, FL, 2001.

[8] Jensen, Bayesian Network$’rentince Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1996.

[9] Kaijser, T.A limit theorem for partially observed Markov chajmsnn.Prob
3, (1975), sid 677-696.

[10] Kaijser, T.On a new contraction condition for random systems with complete
connectiong?ure Appl26, (1981), sid 1075-1117.

[11] Ke, C.C., Herrero, J.G. och Llinas, Gomparative Analysis of Alternative
Ground Tracking TechniqueBroc.37? Int. Conf. Information Fusion, Paris,
France, 2000, sid 647-676.

[12] Koller, D. och Lerner, USampling in Factored Dynamic Systen&equenti-
al Monte Carlo Methods in Practiog@®oucet, A., de Freitas, N., och Gordon,
N. red.), Springer, New York, NY, 2001.

[13] Murphy, K. och Russel, SRao-Blackwellised particle Filtering for Dynamic
Bayesian Networkisi Sequential Monte Carlo Methods in Practi@oucet,
A., de Freitas, N., och Gordon, N. red.) Springer, New York, NY, 2001.

52



[14] Sidenbladh, HMulti-Target Particle Filtering for the Probability Hypthesis
Densitylnternational Conference on Information Fusion, 2003, pp. 800-806.
(FOI-S-0937-SE, 2003.)

[15] Wiberg, N. Codes and Decoding on General Grapbhsktorsavhandling,
Linkdpings Universitet, 1996.

53





