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���	
� �
� ���� ���� ������	� �� 	
� ����	
 �� 	
� ����	� �� �� ��	����� ���	���� ��

��� 	
� ��������	
 L = mλ
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	������� ������ ���� 	���������� ��
���������� �� ��� ��	� �����
���� �� �������
���� ������ ��� ������� ������ ���� ����� ���� ��� ���� �� ������� ���� ��� �����
������� ��� g �� ��� ���� 
�� ���� ������� α ��� ������ ��	 l ��� ������ �� ��� ��	�
�� ���� 
������ ��� ��������� ���� ���� � ������ exp((g−α)l) �� ��� ��������	 ����
�� �� 

G = R1R2 exp(2l(g − α)) = 1
R1, R2 ������ ��!�����������

g ∝ ∆N

"��#$

����� ∆N �� ��� 	�������� �� 
�
������� ������� ��� ������� ����� ��� ������

Laser Rod

L

Pump light

Output

l
1 1
,Rρ 2 2

,Rρ

������ ���� ������� ������ 	��
 ��
���������� R1 = 100%� R2 < 100% ��� ����������

ρ1� ρ2�

��%�� 
�����
�� G > 1 ��� ��������� ���� ���� �� ���� ����	
���
 ��	 ���� �� ������� �����	���

�� �&������ "��#$� ���� �� 
�������	 �� ��� ���� ���������� ����� ����� ����
��� ���� ������ �� 	�������	 �� ��� ��������� �� ��� ��	������ �� ��������	 	�� ��
	�
������ �� ��� ���������� '���	� ����� �� ������	 ���� ��� ���� ���	 ��	� ��
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��� �����	���	� ���������� ��� ��������	 �� ���� ������ �� 
�������	� ��� ���������
	����� ���� ���� ��������� ��	 ������� � ����� �����	 ��� ������ ��&����	 ��������	
��������� �� �� �������� �� �����	 ������ �� ������ ����� ���� ��� ����� (�# �

��	�+
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E(x, y, z) = Em,pHm

[
x√

2w(z)

]
Hp

[
y√

2w(z)

]
× w0

w(z)
exp

[
−x2 + y2

w2(z)

]
× exp

[
−j

[
kz − (1 + m + p) tan−1

(
z

zR

)]]
× exp

[
−j

k(x2 + y2)
2R(z)

] �"�"�

����� Hm ��� Hp ��� ��� $������ �
	��
���	� ���
� 
�� �� ��������� ��
� !%#

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

. �"�&�
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��� ��� ����
��� �� ����� "�%�
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���� ��� ��� 
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������ 
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�� ���m,p ����� ������� ���������� ����
��� �����
��� ��� 
��
�	
�����
�m ��� p ��� 
�� ����� �� 
��  ����
� ������������ ����� ���	
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�� �	������
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�

E(r, z) = E0
w0

w(z)
exp

[
− r2

w2(z)

]
exp (−j [kz − φ(z)]) exp

(
−j

kr2

2R(z)

)
r2 = x2 + y2.

���!�

��� 	
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�
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��� �������� ������
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0z =

z

0
w R
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0
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( )R z

( )w z
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�� λ� ��� 
��� $���
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zR =
πw2

0

λ
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w(z) = w0

√
1 +

(
z

zR

)2

. �����

�	����� �������	� 
��� ��������� �� ��� ��������� 	
����
��� ����� �� ������

�� ��� �������� ��	��� �����
�	� �� ���

R(z) = z +
z2
R

z
. �����

�� ����	 ����� �����!�� ��� � �"�� �� �# ��� ����� 
��� ��"�#��	�� �� � 
����	��
z #��� ��� 
��� ������

����� �������	
�� �� 
����

� $� ����	 
���� �� �� ���������� ���� �� �	 ������� ������� ���� �����	 � $� �%
���	 
��� �&���� #��� ��� ������ 
� �	
 ��� ������& 
��� ��������� q(z)� �����
��	 
� ����	 �'� �� 
�

1
q(z)

=
1

R(z)
− j

λ

πw2(z)
. ���(�

R(z) �	
 w(z) ���� 
�!	�
 ���"�� ���� ���� ��������� 
�����
�� 
��� ��� ��)�
�	
 ��� � �"�� �� �# ��� �� ����	 
��� �� � # 	����	 �# z� *��	� ��� ��������� �	
��	+ 	����	 ���� ��� �����& �����
� ��� ����	
�& ,� �� �� �����
�� �� ���������
$� ����	 
���� ���� �� ������� �����	�� �	 �	 ������� �������
��� �������	 
�����	 ��� �,-. ���� ��� ����	
�& ,� �	
 ��� ������& 
���

��������� �� ��"�	 
� �/�

q2 =
Aq1 + B

Cq1 + D
���0�

����� ������� ��� � �� � ������& ��������� q2 �� ��� �	� � ������& ���������
q1 
� ��� ������ �����&�

����� �	��
�
	� ��� 	�� ������
�	���

1	 ��
�� #�� ��� ����	���� �� 
� ���
��� ��� ������& 
��� ��������� �	 �������	
���(� �� ��� ���
 �� �����
 �� �����# q(z + 2L) = q(z) �	 �	� �� 	
%����� ���	�	�
���� 
��� ��� 
��� ����� �	
 ��� ����� � �� �����
 �� �����# �	 �	� �� 	
%����
���� ���� ��2�� ��� �����& #�������� ����������  ��# � #�� �	���)�	� ��� ���
�����
�# � ����	�����
-�	��
�� � ��� ������ ����	���� �����
�	� �� !� �� ���� ��������
 
� � 
����	��

L� ���� ������ � �"�� ��� ρ1 �	
 ρ2� 1	 � ���
�� ����	���� ��	!� �����	� ��� �����
���� ��� ��� ��
 �� 
� ��	!	�
 �����	 ��� ������� �	
 
��� 	�� 
�"���� ����
#��� ��� �&�� �� ��	� 3�����3 ��� 	
 ��� �
��� �# ��� ��������
*��	� ��� �,-. ���� � ��	���� �����& #�� ���� ������ ��	 
� 
���"�
 #��� ���

�� �"���	� ��	� ��"�� �
� �/�

M̃ =

⎛⎝ 2g1g2 − 1 2Lg2

(2g1g2)2 − 1
2Lg2

2g1g2 − 1

⎞⎠ ���'4�
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g1 = 1 − L

ρ1

g2 = 1 − L

ρ2
.

������

	�
 ��
�����
 ��� ���� �
��
���� �� �
 �����
 �� ���

−1 �
(

A + D

2

)
� 1 ������

�� ������

0 � g1g2 � 1. ������

�� ��
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�����
 ���� �� �����
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 ��
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�
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M̃∗ =
(

A B
C D

)
=(

2g∗1g∗2 − 1 + 2L∗ × g∗2/ρ1 2g∗2L∗

AB/D 2g∗1g∗2 − 1 − 2L∗ × g∗2/ρ1

) $��%&'

�
�� ��� ���
��� �����������	 �
� ���
��� ��	�
���� ��
���

g∗i = gi − Ddj

(
1 − di

ρi

)
��� i, j = 1, 2; i �= j

L∗ = d1 + d2 − Dd1d2

D =
1
f

, (������
�� ����� �� 

���
�� ��
	�

$��%)'

*�� � ��
�+ ��
	� ��� �
	��
��	 d1 �
� d2 ��� ���	���� ���� ��� ��

�
��� ���
�	�
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���� ���
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DI =
1

d1 − ρ1
+

1
d2 − ρ2

, ��� g∗1g∗2 = 1, g∗i > 0 ����+
�

DII =
1
d2

+
1

d1 − ρ1
, ��� g∗1 = 0 ����+��

DIII =
1
d1

+
1

d2 − ρ2
, ��� g∗2 = 0 ����+��

DIV =
1
d1

+
1
d2

, ��� g∗1g∗2 = 1, g∗i < 0. ����+��
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�� ������

� ���� ��������	�
 ������
� 
��������� �	� ���������� �
��� �� ����� �� ���

D =
Pa

KA

(
1
2

dn

dT
+ αCr,φn3

0 +
αr0(n0 − 1)

L

)
D =

1
f

, ���������� �
���

dn

dT
= ����������� 
����
��� �	���� 
� �	� ���������� ��
���

K = �	����� �
�
�������� [� �−1 −1]
Cr,φ = !	
�
������� �
�"�����

Pa = �
��� 	��� 
��������
 �� �	� �

 [�]

A = ��
�� �����
��� ���� 
� �	� �

 [�2]
L = #����	 
� �	� �

 [�]

n0 = ���������� ��
��

r0 = ��
��� 
� �	� �

 [�]

α = �	����� �������
� [ −1].

$%�&'(

�	� ���������� ��
�� �� 
����
��� 
� �	� �
����)���
� 
� �	� ���	�* ��
 �� ������
�
$%�&'( �	��� ��� ��
 �
��� �����	�* fr* �
� ��� ���� �
����)�
 �� �	� ��
��� 
������
�
��
 fφ �
� ���� �� �	� ���������� 
������
��

+�� ���	

 �
 ��
��� �	� ������� �,��� �� �
 	��� �	� ��
 ����� 
� �	� �


����	��� �����
 �� ����������
 �� -���� %�&&� .�����
� $%�&'( ���
� �
 �� �

�-�

�� ��/��� �	�� ���
 ���
����

D =
Pa

KA

(
1
2

dn

dT
+ αCr,φn3

0 +
αr0(n0 − 1)

L

)
− 2(n0 − 1)

ρ0
$%�&0(

�	��� ρ0 �� �	� ��������� 
� �	� ��
 ������

�	� �
��� 	��� 
��������
 �� �	� �������� �� ������
 �
 �	� ���������� ����� �
���
���	 �� 
������ �"������ ����
�* 
��������� 	
� ���	 �	�� �� �������� ���
���
 ��
	��� �� �	� �

� �	�� ��� �� 
�������
 ��

Pa = ηV × (Ip − Ith) $%�&1(

�	��� V �� �	� ����� 
����� �
�����* Ip �	� ���� ������� ��
 Ith �	� �	���	
�

������� �
� �	� ���� 
�

�� �� �	� ����� 	��
� �	� ����
� η �
������ � ������ 
�
�"������ ���������� 
����
��� 
� �	� ������� 2� ���
 	�� 
�,����� ������ 
�����
������ ����
�* ��
 �
�3������ �
�
���
���

� ��
� 
� ������
� $%�&0(* ������� �	� �"������ ����
� �� $%�&1( �� �	
�� �� -����
%�&%�

������������ �	 
��
����� �	��� ����� ���	 �������� ����
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� �������� ���	�� η �� ����	��� ���� �� !���	��	� ���� ���� ����������
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�� ������

�����

χ(1) =
ε

ε0
− 1

ε = εrε0

������

	
 ��� �	
��� �������������	 �
� ε0 ��� ��
��������	 �� ���� 
����� �	
�� ��� ����	��
�	�	�� 	
 	
 ��
���� �	��
 �����	�� �� ���� �� ������� ��� ������ ����	��	�	�� 	
 ε
�
� εr ��� 
������
�� ��������� ��	�� 	
 �����	�� ����
��
��
���
 
�
�	
��� �����
 ��� 	
��������� �����	�
 ������ 
���
 ��  � �!��
��� "#$

������	
� ��

� = ε0χ
(1)	+ ε0

(
χ(2)		+ χ(3)			+ χ(4)				 . . .

)
= �� +��� ������

����� χ(m),m = 1, 2, 3 . . . 
�� ��� ��

��
 �� ��� %�
�� 
���
�� ��	�� ��
& ���� '��

���
��� �� ����
 ���� ��� 	
 ��� �!��

	�
 �	�� 	
 ��
����  � ��

	����� ���&�
�
� ��������� �
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���
� ����� �����

�
 ��� �� 	
����
� ����� '�� �	
��� �
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�
� *
���
	�
 
���
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� ��������

Ĩop� = −�
Ĩop	 = −	

����(�

�
��� 
��� 
������� �������� Ĩop "+$� ���
 �����	
� ��	
 �������� �
 �����	�

������ ��	
 ��
���
 	
 ���� ��� ���
 �����
 �� ��� ��

��
 �����
 ,���

χ(2m) = 0, m = 1, 2, 3 . . . ����-�

.����
 ���� ��� 
���
� ��
& ��

�� ��� ��������� �
�� 
��
 	
 
�
��
���
������	�
�����	��
�
/� �	�� ���	��� 	
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	�	�
 ��� ��
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� �� ��� ���	�� �	��  � 
�
�	
��� �	��

��� ��

����
�� ���� ��� 
�
�	
��� ���� �� ��� �����	,��	�
 �	�� 	
���� 
�� %���

���� ��� ����	�� %����

����� �������	 
������
� ���������

0�

	��� � ��
���� %���

E(�, t) =
1
2

[
E(�, ω)e(i(�·�−ωt)) + ����

]
. ����1�

)�� �

��� � �	!�� %��� ��

	
�	
� �� ��� ������
�� �����
�
�


E(�, t) =
1
2

[
	1e

(i(�1·�−ω1t)) +	2e
(i(�2·�−ω2t)) + ����

]
����2�

���
 �
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��� �������	
 ��
��� ��

Nonlinear Response

Linear Response

Polarization

Electric Field

������ ���	� ������ �������� 	���
� ��������� ���������

P
(2)
��

(
, t) =
ε0χ

(2)

4
[�2

1e
2i�1·�e−2iω1t + 2�1�2e

−i(ω1+ω2)tei(�1+�2)·�+

�2
2e

−2iω2te2i�2·� + 2�1�
∗
2e

−i(ω1−ω2)tei(�1+�2)·� + ����]+

ε0χ
(2) [�1�

∗
1 +�2�

∗
2] .

������

����	
� �
 
�� ����	
���� �� 
�� �	����

 ������
�� �����
�

� ���� ����
	�

������ �	����

P (2ω1) =
1
4
ε0χ

(2)E2
1

P (2ω2) =
1
4
ε0χ

(2)E2
2

P (ω1 + ω2) =
1
2
ε0χ

(2)E1E2

P (ω1 − ω2) =
1
2
ε0χ

(2)E1E
∗
2

P (0) =
1
4
ε0χ

(2) (E1E
∗
1 + E2E

∗
2 ) .
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�� ������

��������� ����	���
 ������
���� ��� �����	
����
 ��� ���������� ��
���� ���
���

��
��� ��� �� � ������� ���� ���� ω1 = ω2� ��� ���� ����
��� � �������� ��������
������������ �� ��� ����
��

����� ������ ��� ���� �� �������� ���� ������� ����� �� ���	
���
 ������ �
��
�� ������
��� ��������
��� ��� ������
��� �������
��� ��������� �� �������  �!�

����� ������	
� �
��	���������

"�� ������ ����� �
�����������
 ������ ���  # �������� ����� ���������
 �������

χ(2) = χ
(2)
ijk� ����� ��� ������� i, j, k ��� ������ ���� x, y ��� z ��� ����������

������� ������������ ���������� $ ���������� �� ��������� ������ 
��� ��� ���������
d%������ ������� �� ��� �
�����������
 ������ ��������� ��

dijk =
1
2
χ

(2)
ijk. & � '(

)���� ��� �������� �
�����
 *'+ ��������� ����� ������ ���� ��� d%������ ��
����������� �� ���	
���
 ��� ����������� �� ��� ����
������ �� ������� dijk =
dikj = djki ����� ��� ������ ��� �� ���������� �� � 3 × 6 ������ ��� �� ��� *'+⎛⎝Px(ω3)

Py(ω3)
Pz(ω3)

⎞⎠ = 2ε0

⎛⎝d11 d12 d13 d14 d15 d16

d21 d22 d23 d24 d25 d26

d31 d32 d33 d34 d35 d36

⎞⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex(ω1)Ex(ω2)
Ey(ω1)Ey(ω2)
Ez(ω1)Ez(ω2)

Ey(ω1)Ez(ω2) + Ey(ω1)Ez(ω2)
Ex(ω1)Ez(ω2) + Ex(ω1)Ez(ω2)
Ex(ω1)Ey(ω2) + Ex(ω1)Ey(ω2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
& �,-(

"�� d%������ �� ����� �������� �
 �� �������� ��������� deff ���� �� ����
�����
���� ��� �������� ��������� ���.������ �� ��� ������ ��� ��� ������� �������������
��������� deff �� �� ������� � ����������� �� ��� �� ���� �� ��� ���������� dkl ��
��� ���������� ������� "���� ���������� ��� ���� �������� ���� �������������
�
������� �� ��� ������ θ ��� φ� ���� ��������� ��� ����������� ��������� �� � ����
�� ��� ��
���� *!+�

����� ��	 ��
��	� �
�	 	�

�����

���� /������0� �	
������� �� �� �������� �� ������ � ��� �� ��
���� ���� �	
�������
����� ��������� ��� ����������� ������� ��� ��������������� 1���� �� ��� ��
�����
"�2��� ���� ����
�� ��� ��������� ������ ��� ���� �	
����� ��� �� ������� *!+

∇2�− σµ0
∂�

∂t
− µ0ε

∂2�

∂t
= µ0

∂2	��

∂t2
& �,3(

����� σ �� ��� ����
������
� µ0 ��� �����������
 ��� ε ��� ���������� ���������
$��
�� � ������ 1��� ���� ��� ��
���� ����������� ����������� �� ��� �%���������
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��� ������	 
����
���� ����		����� ��

�� ��������	 ω3

E(z, t) =
1
2

(
E(z, ω3)ei(k3z−ω3t) + �
�


)
��

��

��� � ������������ �� ω3 = ω1 + ω2

P��(z, t) =
1
2

(
P��(z, ω1 + ω2)ei((k1+k2)z−(ω1+ω2)t) + �
�


)
��


�

����
P��(z, ω1 + ω2) = 2ε0deffE(z, ω1)E(z, ω2). ��

��

�������� ��

�� �� ����� ���� ��� �������� ��

�� ����� ��� �������� ��������� deff

���������

 ���� ������� ���� ��������� ��� !� ������� ���� ��������� ��

��" ��


� ���

��

�� ���� ��� ������ ������� �� ��

#� $%& ��������� ��

d

dz
A1 = −1

2
α1A1 + iγA3A

∗
2e

−i∆kz

d

dz
A2 = −1

2
α2A2 + iγA3A

∗
1e

−i∆kz

d

dz
A3 = −1

2
α3A3 + iγA1A2e

i∆kz

��

'�

�����

Ai =
(

ni

ωi

)1/2

Ei, ��� i = 1, 2, 3

αi =
σi

niε0c
, ��� i = 1, 2, 3

γ =
d��
c

(
ω1ω2ω3

n1n2n3

)1/2

∆k = k3 − k2 − k1, (������� ������� ��� ���� ����


��

%�

 �� ���� ������ ∆�" ������!�� ��� ��������� !������ ��� ���� ������� ��� ���
��������� )���� �� �������� ��

'�
  �� �������� ������ �� ����� )���� ��� ���������
�� ��� ��� �����	 �������� !������ ���� ������
  �� ����������� ���*� !��� ��	�
�� ���������� ��� !� ���� ������ ���� ��� ������� ���� )��� �� ��� ����� ���
)���� �� ��� �������


��� ������	 
����
���� ����		�����

+ ������� ���� �� ������ ����� ��������� �� ������� ���������� �����������" �� ,-,

 �� ������� ��������� ������������ �� ��� ��	���� �������� ������� ��� �����	 ����
��� ���� ������ ���� ��� ��� �����������" ��� �������� ��

'�
  �� ���� ������
�� ��������� ����� ���� ��� �������" ������ ��� ������ ��� ��� �����
  �� ����
��������� !������ ��� ����� ��� ��� ,-," �� ���� ����� ��� �� ������ ����������� ��
��� ��	���� ���� ��������� ��� �����������
 + ���!�	 �������� �����	 �� �����������
�� )���� �
#�
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�
�� ���� �������� ��� ������ �
��������
�� ��� �	�����
	���� 
� 	�
�
�� ��������� �� �����
���� �� ��� 
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� 	���� 
�������
�
�����
�� ����� �
������
� 	�
������ ��� �� ��

������ ����� ��� ���� ��
��
������
��

� = �ω

	 = �

����� 

�
 �����

�ωp = �ωs + �ωi, !����� �
��������
�

�
p = �
s + �
i, "

����
 �
��������
�
����# 

����� ��� ������� p� s ��� i ���
��� ��� ����� ������ ��� �	�
� ����� ���	���������
$� �
������
� ��� ���%����� ωs > ωi� &�� �
 ��� ���� ���� ������ ��� '
� �������
��� ����� �� �����(���� 
�)���� ��������� �� �%����
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���� ��� � 
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������ !� 
�� �� �	��� "#$ �	�� �	�
�	
��	��� ��������� ��
 �	� �� 
��� ��

I3th =

(
n3

2Zd2
eff

) [
n1n2λ1λ2

(2πl)2

]
(γ1γ2)

deff %&�
���� ��������
 �����
�' 
��(
����

Z = 1/ε0c �
������
� �������
�

ni, i = 1, 2, 3 ���
�
���� ����
�� ��
 ������� ����
 ��� �����

γj , j = 1, 2 ����� ���� ��
 ����

λ1, λ2 ������ ��� ����
 ���������	�

)*�+,-
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��	��� ��
 �	� ������ 
������� 
��� �� ��
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�/��
� ������������ ��
��������� �� ���	
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 ���������	�� �	�� 
�/��
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 ���	 �	� 
�/��
�����
�	�� 
����
������ �� �	� �������� ��� ���
�� ���� �� 
����
���� ��0�� �	��
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� ��(
��� �� 
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�� "12$�
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���� �(
���
� �
�� �	� ���� �� �	� ������ ��� ����
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�� �� �
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������ ���
� � ���� ���� �
������� ���	 �	��� ����
��� �

�
���� ��

cω =
c

n(ω)
)*�32-

�	�
� c �� �	� ����� �� ���	� �� ��
���� ��� n(ω) �	� 
��
�
���� ����' �� � ���
����
�� �
�/���
��
��
 �(
���� ���
�� 4�� �� 	��� ��
���� ���� �
�� �/������ )*�+5- �	�� �	�


����
������ �� �������� 
�/��
����� ���� �� ��������� 6� ����
������ 
�������

�� �� �
����� ����� �	� 
��
�
���� ����
��

n(ωp)ωp = n(ωs)ωs + n(ωi)ωi

kj =
2πωjn(ωj)

c
, j = p, s, i.

)*�31-
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� ����
�7�� ��&�
������ �� �� ��8������ �	��
 �	��� ����
����� �	� 
�/��
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n2(λ) = A +
B

1 − C

λ2

+
D

1 − E

λ2

− Fλ2 ����� 

���	� ��� ���!�����
 A,B, . . . , F 
	� �
���
��� ��	 ��"�	��� �	�
�
�
� ���
� ���
#
����
 �
�� ���� �	�
����� �� 
���	
� ��"�	��� ��	�
$ ���	� ���
���� ���� ���� �����
���!�����
$ �
 
 ��	� 	�%��� ��	
��� ����$ ������ 
�
�� �		�	
 ��	 �
��������
 
����
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�
� �
 �
���� ��� ����� 
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�
����	� ����� ��� �� ����
���� �� ��� �		����� ��������

x2

n2
x

+
z2

n2
z

= 1. ������

���
� � �� ��
�� �� ��� ������
� ����� �� �� 	�� ��� ���
������� x ��� z ��
���
����� �� � �������� �� ne(θ, ω) ��  ��

x = ne(θ, ω) sin(θ)
z = ne(θ, ω) cos(θ)

������

��� ���� �������� ������ ���� �������� ������ ���	��

1
n2

e(θ, ω)
=

sin2(θ)
n2

e(ω)
+

cos2(θ)
n2

o(ω)
. ����!�

"��� ��� ��� �� �������� ����!� ��� ����� ������� �� 	� ��� �� ��	��	���� ��
 ����
����#� ��� ����#�� ����� ������� ��
 ��� ����
�� �
������� �����
���� �
������
$���#� ����� ������� �� ��� ��������� ���� ��� �� ��	 ��� ��	�
 ����� ���� ���
���� ��	�
�������� ���	� �� $���#�� ����
 ��	�
�������� �
� �
��� ���	�

����� ������� �	
�����

%�
 ������	 �
����	�� ���� �� &$'� ��� ������
� ���� �
� �
����� ����� �� ���#
������� 	�� �� ��� ��#�	���� �		���
���� �� ( �
� ��)*� +���� ����#� ����� ������� 
��
 &$' ���� 	�� ���	����
 ���,������ -)./� ����#�� ������� �� ���� �
������	�
�����

%�
 � ���� �
��� ���� �	�� ��� ������	 ����� ��� 
��
������ ����� �� �������#
���� �� ��	�
�������� %�
 � ���� �
��� ���� ���� ���� �����
 �� ��� ������� ��

��
������ �
�  ���� �� ��� %
����	 �������� -�/

sin2(θ)cos2(ϕ)
n−2 − n−2

x

+
sin2(θ)sin2(ϕ)

n−2 − n−2
y

+
cos2(θ)

n−2 − n−2
z

= 0. ����*�

$� ��	��	��� ��� ����� ������� �� 	� ��
 � ������	 �
����	� ��� %
����	 ��������
����*� ����� �� �� ��	��� �� ���0������� ���� ��� +�		����
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����
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 �� -)�/ �
 -)�/ ��
 � �����	�� ����
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	��� ���� �� θm = 51.4◦ 
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����	��
�� �
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����� �����	
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 �������	��	� �����
� ��� ����
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���	 ��������	 �� ��� �	���� ��� ��� �
"�� ��
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� = ε0c
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�	����  ���
&��'()
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n2

o(ω)
2

(
1

n2
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)
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�	 �	� ������ �� �
����
�� �� � ��� ��

����� ��
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 ����������� ���� � M1 = 75% ������ �������
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λ = 1064 �� ��	 � ��
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Pinternal = Pout × 1 + R1
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g∗1 = 1 − Dd2 − 1
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�� 
 ���������
	 ��+���
��� �

100%� 
 
�
����� �
 ��� ��������� ��		 �� ��
��������� 
�� ���� �� �����
� ���� ��
��� ��
�������� 
� �������� ��

,� ����� �� ���
��� ���� ��
�������� 
 )
����� �����
� �
� ������������ ���
�����
� �� 
�	� �� ������	 ��� 	
��� ������ ������� 
�� �� ��� ���� ����	� ��
0.1# ����������� ����� �� ��� ��
		��� ��������� ������	�� #� �
�� ���������� ���
�����
� ��
����� ��� ������ ����� 
� �������� � �� !���� ��&�

����� ��� ������ ����� ���� ������� �� +����
�� ��� �� �����
	 ������� ���
�����
� �
-�� ��� 
���
�� 
��� 15 �
	��� ��		����� �� ��� ����� ����� ���������
�� ��� �������� �	
��� 
� �������� �� ��� ���� ������� ����� ��
����� �
	���
�� tmeas = 0.5 �� ��� �����
� 
	�� �.������ 
 �
���� ��
�� �� ����� �� ��
�� 

���-��� ������
���� 
�� ��� ������� ���� �� ���� �� �����
���� ��� ���� �������
�� ��� �
.���� �
	�� Ip = 25# 
�� �
�� 
�� 
����.��
��	� 60 �� ��� ������� ��
���� �����
��� �� ��� ��
�� �
	��� 
�� 
�
�� �
����� 
����.��
��	� 30 �� '������
�
�� �����
�� �
 ��� ���� �������� ��� ������ �� ��	
��� 10 �� �� ����� �� ��
��	�$�
��� ������ 
� �
�� ��� ���� ������� 
�� �� ��� 	
��� ����	�� ��� �����
� 
	��

������� ��� ����� 
��
� 
�� 	
��� ������ ������
�����

/��
������ ���� ��
�������� 
�� ��(����� 	������ �
 ��� ��������� �
���� ��		
������� ��
���
���� 
���� ��� 
��
	 	����� 
��� ��� �	
��
� ������� ��
� ������
��� ��
�������� ��		 
	�� ������� 
� �����
�� �
 ��� �0������ 

���� η �� ���
����
���%&� ��
� ����� ��
���
���� 
���� ��� 
����� �
 ��
� �����
��� �� ��� 	
��� ���
���� 	
���� �������
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�
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�� ������� 	
� �
���� ������ 	
� 	
���
��
 ��� ���������� �� 	
� ��� ����	�� ��
����
�
 ���� ������ 	
�� ��� ���	������ ���� �����	���� �
� ������	�
 ��
��	���
���� 	
� ��� �� �������
 �	 ����	���  � ��� !���� "�#� ��� �
�	�
��
�� ��	
 ���	
���� 	���� ��� �����
 	� ������� 	
� ��	��	 ������ $�	
 ���� 	
� �
���� ��
 	
�
���� %���� $�	
 
��
�� ��� 	�� �����	��� ��� 
����	 ��
��	��� ����������	� 	
��
��� �����
 ���� ���
 
�	��	�� �����
 �	 ����	��� # ��
  	� ������� 	
� 
�&���
��'��	��� �� 	
� ��
��	���� (��� 	
��� �
�	�
��
�� 	
� ����� �	�$���	� ��
 �����
����	
 ���� 	
� �
���� ��
 	
� ��� 
��� $��� �����)�
 ��	
 �� �������������

� ���$�� �� 
�&����	 ����	� ����	
� ���� 	��	�
� ��	
 �����	��� ��	���� �
���
	
� ����� ��
��� ��� �����
 �� 	
� ��

�� �� 	
� ����	�� ��
 ��������	��� ��*
	��� 
��� $��� �����)�
� +� ��
�� 	� $� �$�� 	� !	 	
� ��	����� ����	� ���	�� 	
�
��������	��� ��	��� ������	�
 �� ������ 	
� ����� ��
��� ��
 ,*���	�
 ������
	� 	
� ��	��	 �������� ������ M1� ���	
�� ������ ��� 	� ������	 
����� 	� 	
�
�
���� ��
� ����� ������� 	
� ���� ��
��� 	�� ����� 	� 	
� ��	����� ����	� ���
���
��� � ����� �� 	
� ����� ��
� �
�� �� �����$�� ����� 	
� ����	 ���
���
 �	 M2

��� $� ���	�� ��'��	�
 $� M3 ��
 ����� 
������
�� ����� � ���	��� �����
����	��� 	
� ����	�� �� 	
� ������ ��
 �
��� ����*

����	
� ���� �������
 ��
 ����!�
 ��	
 	
� ������ ��������	��� ����	���

1
λp

=
1
λs

+
1
λi

. -"�./

+� 	
� ����	�� �� ��	�	�
 ����
	�� �� 	
� ��� ����	�� �	 ���� $� �����$�� 	� 	���

�&����	 ��������	
� ��	������� 	
� �����	�� ��������	��� - �"0/� �
� ���!���

��������	
� ��� ����� $� ���� ���� !����  �#1 �� ���	���  �1�
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�� �������

�� ������ �	
� �	� ����
����� ��
�� �����
�� 
 ����
� ���������� 
�������� ��
���
���� ������� D = 1/f �� �	������� ������� �� ����� ���� �� �����
���� ���
����
������ �
� �� 
������

D = σr,φPa + κ �����


��	

σr,φ =
1

KA

(
1
2

dn

dT
+ αCr,φn3

0 +
αr0(n0 − 1)

L

)
Pa = ηV × (Ip − Ith)

κ = −2(n0 − 1)
ρ0

�����

�� �� � ����
�� �� �� � ��� �	
� ����� ����
��� ���	 
 �
��
� 
�� 
!� ��	
� ��"
������� ���
� �����	� �	� ������ ��  �
���� ��� ��� ��� �
#� �	�� ���� 
�������
�� ����� ��� �	�
� �	� �$������ ���
� �����	�
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Refractive Power, Method I

D=1/f

linear fit

������ ���� ���� ������	 ��
 �
��
����
 ���
� D = 1/f ��	
��
� ���� 
 ���

� �� 
� 


�������� �� ���� ����
���

%�� ���
���� ����� �	� ���� ��� ������������ �� �	� ����
����� �� �� �	� �����

	�� Ip = Ith� �� κ� �
#��� �	� ����
� �� ����� �� �	� ����
����� ��
��� 
�� ��������
�	�� 
��	 κ� �	� ������������ �	���� ���� 
� 
����&� 
�� ���� 
���� �� �	� �����
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��� ������	 
���
�� ��

��������� �	���
�� ��� �
	�� ���� ��� ����	�����
 �� ��
� 
	��������� ����� �
 ���
��
��� �� �����

���� ��� ��
��� �� ��	����
 ��
����� ���� ��� ��
���
� κ �� 
��

Ith ≈ 9.4 �

����� �� � �����
���� ���	�� ��� ��� ����� ������� ��������

 ��� ������� �����
��
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������ ���� ���� ������	 ��
 �
��
����
 ���
� D = 1/f ��	
��
� ���� ��
 �����
�� κ�
�� ��
 ���
��
������ ��
 �
��
 �� Ith �
� �
 �
����
�
��

η ��
 �� ��
� ���� ��	����
 ��� ! ���� ��	����
 �"� #!

D = σavPa + κ = σavηV (Ip − Ith) − 2(n0 − 1)
ρ0

����!

�����

σav =
σr + σφ

2
����!

�� �� �� ���	��� ���� ��� ����	����
� 
���� ��� ���
 ����� ��

��� �
��
 	��


��� �����$��	��� ������ ��� ��� ��� η ��
 �� ����	����� ����

η =
D − 2(n0−1)

ρ0

σav · V (Ip − Ith)
. ���%!
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�� �������

��� ������ ��	�
 η ≈ 40%� �� 	���
� ���� ���
 	���� �
 ���
������� ��� 
�������
����
 �� η ����
 �� �� ��������� ���� ���

Pa = ηPin

η = ηpηT ηaηf

ηd = ����� ��������

ηT = ����

�� ��������

ηa = ��
������� ��������

ηf = ������
����� ��������

 !�"#

$����
Pin = V (Ip − Ith) .  !�%#

�
 ��� ���������� ����� ��$�� 
��� ��� ��
�� ���	��� ��� �&����	� �������� 
����� �
 �
������ ������' ���������� 
���� �� ������
 �� 
�	���� ����� �������� ���������
�
��� ����� �������� 
����� ���������
 ��$ ��������� ��� ���� �����
 $��� ���	���
��� ���������� ��$�� ����� �� ������ ������� ���� ���������� ��� �	
����	 ��������

��
�����
 ��� ������ �
 �
�
�� ���� ��������� 
��� ��� ���� 
����� �� ��� ����
������� ��� 

��	����� �������� 
����� ���������
 ��$ ���� ���� �
 ��������
��
����� 
��� ��� ���� ��������� �� ��� (�)*�+ ���� ��� ���	������� ��������

���������
 ��$ ���� �
 ��� ��
����� ���� ��$�� ���� �
 ���	����� �� ���� ��
��� ��� $������ ��
��� �������

���� ��� ���
� ���������
 ��� �� �����'������

ηd ≈ 0.5
ηT ≈ 0.95
ηa ≈ 0.9
ηf ≈ 0.43

 !�,#

��� ���
 ��	�
 η ≈ 19%� � ��&������ �� � 
����� -� ��� ��
��� 
�� ��� ���
����
η 
����� �� ��.�� �
 �� �
������ �
 ��� ���� 	����� ���
 ����� ��&������ �����
���� ���� ���� ���� $�
 ��
����� �� ��� ��� ���� �
������� 
��� ��� 	����
 �
��
��  !�,#� /� ����� ��
� �� 
��� ��� ����������� �� ��� ���� ��������� ������ ���
���
��������

����� ��� � ������ �
 ���
��
 �'�������� ��� ��
����

0� 1� ��� ������� $��� �$� 
���� �����
� ������� 
��� ��� �$� ��&����� �����2
�������
 ��� �� ����
�������� �&���
 �� ��� ���� ��� ������ ��� ��� ��.�
���
 ���� ��������

-� ���
 ������ ��� �� ������
���� 
���� �� $�
 ���� �� ��
��	� ��$ ���
�����
��� ������� �� ��� 
����� ������� $��� ������� $��� ��� .��
� �����

�� ��� 	����
 
�� ��� ��� ��	��	�� �������� ���������
 ��� ������� 	����
 ��2
������ 
��� ���� ��� $��� ��� ���
����� ��
����� ���
 ���������� 
�
����

1��� ���
� 
���
 �� ���� �� ��� �� ��������� ���� 3����� / ��	�
 �� �����'�����
��
�������� �
 ��� ����	��� �
 ��� ��
�����	� ��$�� �
 ��� ��
�� ����
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�	��
 ���� ���
���� ��	� 	��
 ��	���� ��� ����

���
 ���� ������������ ��	� 	�� ��	��	 
������� ������ M1 = 75%� ��� �������	


���	� ����	�
 ���� L = 40, 60, 80, 100 
�� ��� ���	��� ����� �� 	�� ����� 
�����	

��
 Istart = 18 ��

���� 	�� �����
 �� ����� ���� � ������ �� ��
����	���
 
�� �� ����� ���
	��

	�� 
	�����	� �� 	�� ��
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�����	
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�
 ��	� 	��

����	� �� 	�� ��
���	��� ���
 �
 	� �� ����
	��� 
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� 	�� �����
	��� ����� �� 	��

��� �
 ����� ������ 	� ���� 	�� ��
���	�� ��
	����� ��� L = 100 
� � 
����� ����

�� ��	��	 ����� �	 Ip ≈ 24.5 � 
�� �� 
���� ���
 �
 
��
� 	�� 
	�����	� 
��	�����

��� 	�� g�������	��
 �
 �� ������ ��������� 
�� 
�
	���  �!��� ��� 	�� ���
 ��� ��

������ 
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���	�� ��� ��	��	 ����� 	�������� ��
���
�
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Method II, 40cm cavity.
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Method II, 60cm cavity.
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Method II, 80cm cavity.
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Method II, 100cm cavity.
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��� �����
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�� �������

������� ����	
 �������� 
�� ������� ����	
� �
 ����� ��� ��� ����������� ���
 ���
	����� �	��� �	�� 
	� �
������ ��
����� �� �
��� �	��� �
�������� 
��� ��������
���
� ���� ��� ���	
��	� ��� ������� ��� �	�
� � �
 ����� ���� ��	� ������	
 �����
�
� ������ ��� �� �����!� �	��� 	 ��� �������� �	����"�� ����� �� ������ �	������ �	
��� �� �����!� �	��� 	 ��� �"������� �	����"���	
� 
��� �� ���� ��
�� ��� ��	�	�#
������ �	�$���
�  	� %�&'() ��!� ��*���
� !����� �Cr = 0.0017, Cφ = −0.0025�
 	� ��� ������ �
� �"������� �	����"���	
� ���	���
� �	 +�,� 
�� ���� -
��#�	�
� �

����� ��� ����� 	�� �	�����	
�� �	 Dr �
� ��� ���	
� -
��#�	�
� �	 Dφ� .�����

����� ��	 �	�
�� ��� �*����!� �� �����!� �	��� �� 	����
���

��	� ����� ���� �� ��
 �� ��$���� �	 �	���� ����� ������� ����	
� ���� ����
��������� �	� ��� /0 �� ����� ��� ������� ����	
 �� ���� �	 ��	�� ��	� ���	��� ���
������� ����	
 ���� �	!� �	�
 �
 ��� ����� �� ��� ��
��� 	 ��� ���	
��	� �
�������
(  ��
� ��������  	� ��� /0 �� ���� ��
 �� �	����� �� ��� ���-�� ��	� �
 �����
����

1�
�� ���  	��� ��
���� fφ �
� fr ��� �2����� ��� ��� ��
��� 	 ��� ��!��� ��
��� ������� ����	
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